1. PROGRAMAREA LINIARA

O problema de programare liniara cere sd se determine punctul de
extrem al unei functii reale numitd functie obiectiv (sau, sub alte
denumiri functie scop, functie criteriu) reprezentata printr-o expresie
liniard, atunci cand variabilele aceste functii trebuie si respecte o
multime de restrictii reprezentate de un numar de egalitati sau inegalitati
care sunt, la randul lor, liniare. In raport de cerintele problemei care
trebuie rezolvata se discutd de probleme de maximizare, daca se cere
determinarea valorii maxime a functiei obiectiv, sau de probleme de
minimizare atunci cand se cere gasirea valorii minime a acestei functii.

1.1 Forme de scriere a problemelor de programare liniara

Existd mai multe forme echivalente sub care poate fi transcrisa
matematic problemd de programare liniard. Cea mai folositd
reprezentare a problemelor de programare liniara este forma standard:

max(min)F(x) = max(rnin)(clxl +c, X, +-+C, X ) (1.1)

n”’n

a,x, +a,x,+-+a,x, =b

In""n

Ay Xy + Ay Xy o0+ Ay, X =b

2n""n 2 (12)

a,x +a,,x,+--+a, x, =b

mn--n m

x>0 i=1n (1.3)

Dupa cum se poate observa, o problema de programare liniara se
compune din functia obiectiv (1.1), restrictiile (1.2) si conditiile de
nenegativitate impuse variabilelor (1.3). Pentru a defini complet o
problemd de programare liniara trebuie precizati coeficientii functiei
obiectiv ¢;, coeficientii restrictiilor a;; i termenii liberi ai restrictiilor b;.

Determinarea solutiei optime a problemei de programare liniara
prin aplicarea conditiilor de extrem ale functiilor reale (derivatele
partiale de ordinul inti sa fie nule) nu este posibila deoarece, datoritd
formei particulare a functiei obiectiv, derivate partiale sunt constante si
deci nu se pot anula (gradientul functiei obiectiv este constant pe R").

Pe langa forma standard, o problema de programare liniara poate
fi formulatd sau poate fi transpusa si sub alte forme. Trebuie subliniat ca
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diferitele forme ale problemei sunt echivalente, in sensul ca au aceeasi
solutie (valoarea maxima sau minima a functiei obiectiv este aceeasi si
ea este atinsa in acelasi punct).

Forma canonica este reprezentatd de relatiile urmatoare:

max(min)F(x) =Y ¢ x, (1.4)
i=1

Ya,x,<b, j=Lm (1.5)

i=1 ’

x>0 i=ln, (1.6)

Trecerea de la forma canonica la forma standard se face prin
addugarea cate unei variabile suplimentare (numitd variabild ecart sau
variabila de egalizare) pentru fiecare inecuatie a sistemului de restrictii,
variabila care are rolul de a transforma inegalitatea in egalitate. Pentru a
pastra valoarea functiei obiectiv, aceste variabile suplimentare vor fi
introduse in functia obiectiv cu coeficienti ¢; nuli. Valorile variabilelor
ecart nu sunt importante in rezolvarea problemei, ele ardtind, de
exemplu, cantitatile de resurse ramase nefolosite.

Fiecare dintre formele standard sau canonica pot fi transcrise si
sub formd matriceala sau vectoriala.

Transcrierea matriceald a unei probleme de programare liniard
sub forma standard este urmatoarea:

max(min)F(x)= ¢’ x (L.7)
Ax=>b (1.8)
x>0 (1.9)
unde xeR" - vectorul variabilelor;
A=[a;] - matricea coeficientilor sistemului
(cu m linii si n coloane);
beR" - vectorul termenilor liberi ai restrictiilor;
ceR" - vectorul constant al coeficientilor functiei obiectiv.

Forma vectoriala este reprezentata de relatiile:



max(min)F(x)=c’x (1.10)
ax, +a,x,+-+a,x, =b (1.11)

n’’n

x>0 (1.12)

unde aj, ... ,a, sunt vectorii coloana ai matricei 4.

Considerand o problemd de programare liniard sub forma
standard, transcrisd sub forma matriceala, notind cu (A|b) matricea

mxn+1 obtinutd addugand la dreapta lui 4 coloana termenilor liberi b,
conditiile necesare pentru ca aceasta sa aiba solutie sunt urmatoarele:

rang(A) = rang(A|b) (1.13)
rang(4) < n (1.14)

care aratd ca sistemul de restrictii trebuie sd fie compatibil si
nedeterminat, ceea ce inseamnd cd existd o infinitate de solutii care
respecta restrictiile.

Daca (1.13) nu este indeplinitd sistemul restrictiilor este
incompatibil, ceea ce inseamna ca nici problema de optimizare nu poate
avea solutii, iar daca (1.13) este verificatda dar rang(A): n acesta are o
solutie unicd (deci nu se mai pune problema de a alege acea solutie
pentru care functia obiectiv are valoarea cea mai bund).

In conditiile anterioare, se va admite in continuare ci rang(A)zm
(numarul de ecuatii ale sistemului de restrictii). Aceastd ipoteza nu
reprezintd o restrdngere a generalitatii problemei date: daca (1.13) si
(1.14) sunt verificate dar rang(A)<m se poate obtine o problema
echivalentd cu cea initiala eliminand din sistemul de ecuatii liniare pe
cele secundare (ecuatiile ai caror coeficienti nu apar in determinantul
nenul care da rangul matricei 4).

Aceste restrictii secundare vor fi indeplinite in mod automat de
orice solutie a problemei, obtinuta prin rezolvarea sistemului de restrictii
simplificat, ceea ce garanteaza echivalenta celor doud probleme.
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1.2 Solutii ale problemelor de programare liniara

Luand in considerare sistemul de restrictii si conditiile de
nenegativitate ale unei probleme de programare liniard data se pot defini
mai multe tipuri de solutii care vor fi utilizate pentru fundamentarea
metodelor de rezolvare a problemei.

Se numeste solutie admisibila (realizabila, fezabild) a problemei
de programare liniara datd un vector din R" ale carui componente
verifica simultan restrictiile (1.2) si conditiile de nenegativitate (1.3).

Se numeste solutie de baza o solutie admisibila care are cel mult
m componente strict pozitive (unde m este numarul de ecuatii din
sistemul de restrictii). Deoarece o solutie admisibila trebuie sa verifice
conditiile de nenegativitate celelalte componente ale solutiei de baza
sunt, bineinteles, nule.

O solutie de baza care are exact m componente strict pozitive se
numeste nedegeneratd. Daca solutia de bazd are mai putin de m
componente strict pozitive se numeste degeneratd.

Se numeste solutie optimd acea solutie admisibild careia i
corespunde o valoarea maxima (pentru problemele de maximizare) sau
miniméd (pentru problemele de minimizare) a functiei obiectiv pe
multimea solutiilor admisibile. O problema de programare liniara poate
avea o solutie optimd sau o infinitate de solutii optime. Se poate
demonstra ca orice punct care apartine segmentului determinat de doua
solutii optime este, la rAndul sau, solutie optima

Deci, a rezolva o problema de programare liniard inseamna a gasi

raspunsul la intrebarea: pentru care dintre vectorii din R" ale caror
componente verificd simultan conditiile (1.2) si (1.3) functia obiectiv
are valoarea cea mai mare (sau cea mai mica)?

In functie de specificul problemei care trebuie rezolvata, diferitii
coeficienti au semnificatii diferite. Astfel, coeficientii functiei obiectiv c¢;
reprezintd beneficii unitare, preturi unitare, cheltuieli de productie
unitare. Coeficientii sistemului de restrictii a; (denumiti coeficienti
tehnici) reprezintd consumuri specifice, capacitati de incarcare a
utilajelor etc. Termenii liberi b; reprezintd, in general, cantitati de
resurse disponibile sau limite tehnologice.
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1.3 Metoda simplex de rezolvare a
problemelor de programare liniara

Metoda simplex de rezolvare a problemelor de programare liniara
a fost elaborata de G.B. Dantzig si are la baza cateva definitii si teoreme
importante, prezentate in continuare.

Se numeste punct extremal al unui domeniu convex U al unui
spatiu vectorial un punct u care are proprietatea cd, oricare ar fi alte
doud puncte v si w din U si parametrul real 1€(0,1), este adevarata

implicatia:
u=v+(1-Aw = u=v=w (1.15)
Deci, un punct extremal al unei multimi este acel punct care nu
poate fi scris ca o combinatie liniard convexa a altor doua puncte din
multime, ceea ce este echivalent cu a spune ca nu existd un segment
inclus In multime (ale cdrui capete fac parte din multimea respectiva)

caruia sa-i apartind acest punct.

Se numeste poliedru convex in R" o multime de forma:

U={xeR”

ic[jxj <d, izﬁ icijxj =d, k=p+1,m} (1.16)
= =1

Deci, un poliedru convex este o multime convexa care are un
numar finit de puncte extremale.

Se numeste vdrf al unui poliedru un punct extremal al acestuia.

Tr. Daca un poliedru este nevid, atunci el are cel putin un varf. in
plus, numarul varfurilor este finit.

Se numeste simplex un poliedru convex din R" care are (m+1)
puncte extremale.

In continuare se va considera o problema de programare liniard
sub forma standard, reprezentata de relatiile (1.1), (1.2) si (1.3).

Dupa cum se poate observa, multimea solutiilor admisibile ale
acestei probleme este un poliedru in R".
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Tr. Conditia necesara si suficienta ca un punct x diferit de origine
al poliedrului:

i=l,m (1.17)

i

n
— n —
U={xeR’ Z;cijxj =d,
=

sd fie varf al acestuia este ca vectorii coloana C; € R" ai coeficientilor

corespunzatori valorilor strict pozitive ale lui x sa fie liniar
independenti.

Cu alte cuvinte o solutie admisibild x este varf al poliedrului care
reprezintd domeniul de admisibilitatea daca si numai daci coloanele din
matricea 4 care corespund unor componente nenule ale lui x sunt
vectori liniar independenti, deci formeaza o baza in R".

Deoarece A este o matrice cu m linii si n coloane, rezultd ca
numarul maxim de coloane liniar independente este m, deci orice punct
care constituie un varf al poliedrului solutiilor admisibile are cel mult m
componente nenule.

In aceste conditii se poate enunta urmatoarea teorema:

Tr. Un punct din R" reprezintd un varf al poliedrului solutiilor
admisibile daca si numai daca el este solutie de baza pentru problema de
optimizare respectiva.

Fiecarei solutii de baza (varf al poliedrului) i se poate asocia baza
formata din coloanele lui 4 corespunzitoare componentelor nenule ale
vectorului care reprezintd solutia de bazd. Dacid se cunoaste baza se
obtine solutia de baza foarte simplu prin rezolvarea sistemului liniar
care rezultd din sistemul de restrictii eliminand necunoscutele ale caror
coloane nu fac parte din baza.

Trebuie subliniat faptul cd baza asociatd unei solutii de baza
nedegenerate este unicd in timp ce baza asociatd unei solutii de baza
degenerate nu este obligatoriu unica.

Tr. Dacd problema de programare liniard consideratd are o
solutie, atunci cel putin un varf al poliedrului solutiilor admisibile este
de asemenea solutie.



Considerand o problema de maximizare, principiul metodei
simplex de rezolvare a problemelor de programare liniard este
urmitorul: plecand dintr-un vérf x° al poliedrului solutiilor admisibile se
construieste un sir de varfuri O xR X L. carora le
corespund valori crescatoare ale functiei obiectiv. Daca sirul de varfuri
se poate construi astfel incat sa se respecte inegalitatea stricta:

Flx)> F(x*) (1.18)

si dacd problema are o solutie, tindnd cont de faptul cd poliedrul
solutiilor admisibile are un numadr finit de varfuri, rezultd cd aceasta
metoda garanteaza obtinerea solutiei optime intr-un numar finit de pasi.

Aplicarea metodei simplex presupune:
Determinarea unui varf (solutie de bazd) initial.

b. Odata atins un varf se analizeaza modul in care se modifica
valorile functiei obiectiv de-a lungul muchiilor poliedrului
care se intersecteaza in acest varf:

- daca valoarea functiei obiectiv nu mai creste cind punctul
curent se deplaseazd de-a lungul nici uneia dintre aceste
muchii, varful atins este solutia optima;

- dacd existd o muchie de-a lungul careia functia obiectiv
creste, atunci urmatorul punct din sirul de varfuri este cel in
care se ajunge de-a lungul acestei muchii.

Exemplu

Pentru ilustrarea metodei simplex se considerda urmatoarea
problema de programare liniard bidimensionala.

max F(xl,xz)le +2x,
X, +x,<7
—x, +2x, <8
x <5

x,20, x,20



Metoda simplex urmareste deplasarea pe frontiera domeniului
solutiilor admisibile, de-a lungul muchiilor simplexului, urmarind
proiectia gradientului functiei (care este constant) pe aceste muchii.

In fig.1.1 a fost ilustrati grafic metoda simplex de rezolvare a
problemei. Aici se poate vedea domeniul solutiilor admisibile (poligonul
convex OABCD) si dreptele ce contin punctele pentru care functia
obiectiv are valoare constanta.

X1

Fx,x63)=4

Figura 1.1 Metoda de rezolvare a problemei bidimensionale

Dacéd se porneste din origine ca solutie de baza initiald (unde
functia obiectiv are valoare nuld) se obtine o crestere a acesteia prin
deplasare de-a lungul celor doud muchii OA si OB care se intadlnesc in
acest varf. Deoarece cresterea functiei este mai rapida de-a lungul
muchiei OA (proiectia gradientului functiei pe aceasta este mai mare)
urmatoarea solutie de baza va fi varful A(0,4) caracterizat prin valoarea
F(0,4)=8. Din acest punct extremal se va urma latura AB pana in varful
B, care reprezinta solutia optima.

Solutia optima a problemei va fi x;=2 ; x,=5 iar valoarea maxima
a functiei obiectiv F(2,5)=12.



Aplicarea metodei simplex sub forma grafica este imposibila
pentru problemele de mari dimensiuni, cu multe restrictii. Din aceasta
cauzd trebuie obtinutd o metodd analitica, iterativa, sub forma unui
algoritm bine structurat, cu pasi si conditii de oprire precizate.

Pentru aceasta se considera ca, la un moment dat, s-a obtinut o
solutie de baza. Fara a restrdnge generalitatea se poate considera ca
aceastad solutie are ca variabile de baza (cele care pot fi strict pozitive)
primele m componente, celelalte fiind nule (daca situatia nu este aceasta
se poate ajunge aici prin renumerotarea variabilelor problemei). In
aceste conditii se fac urmatoarele notatii:

- vectorul variabilelor de baza

=y, ox x| (1.19)
- vectorul variabilelor secundare

F=lx,, ..ox] (1.20)
- vectorul coeficientilor variabilelor de baza

?=le, ... ..., (1.21)
- vectorul coeficientilor variabilelor secundare

cf=le,. ... ¢ (1.22)

- matricea coeficientilor restrictiilor corespunzatori variabilelor
de baza (matrice care constituie o baza in spatiul R"™).

all a12 alm
B= ay a, a,, (1.23)
aml amZ M amm



- matricea coeficientilor restrictiilor corespunzatori variabilelor

secundare
al)‘nJrl a1m+2 aln

R = air‘n+1 aim+2 ain (1 2’4)
amm+l amm+2 ce amn

Cu aceste notatii problema de programare liniara poate fi pusa
sub forma echivalenta:

(1.25)

Deoarece matricea B este nesingulard, din sistemul de restrictii,
prin inmultire la stdnga cu inversa matricei B, se poate obtine:

x® =B7'b— B Rx* (1.26)

Aceasta relatie permite determinarea unei prime solutii de baza
daca se considerd va toate variabilele secundare sunt nule, respectiv

x"=0. Pentru aceasta se observi ci x? definit ca:
x2=B"D (1.27)

este solutie de baza daca nu are nici o componenta negativa.

Daca x” astfel determinat are componente negative solutia nu
este admisibila, deci nu poate fi nici solutie de baza. In acest caz se
poate considera o altd bazd B (se alege o altd matrice patratica
nesingulard compusa din m coloane ale matricei 4) pana la obtinerea
unei solutii de baza.

10



Valoarea functiei obiectiv pentru solutia de bazd astfel
determinata va fi:

not —

F(x?,...%2,0,..,0) =Z=(c")x*=(c") B b (1.28)

moUse e

In continuare se va nota cu G matricea cu m linii §i (n-m) coloane:

glm+1 g1m+2 cee gln

G:B_IR: gir.rH—l gim+2 e g[n (129)

gmm+l gmm+2 cee gmn

Deoarece G are aceeasi dimensiune ca §i R s-au folosit aceiasi
indici.

Plecand de la solutia de baza obtinutd se urmareste Imbunatatirea
sa iterativa astfel Incat sa se obtina, la fiecare pas, o crestere a valorii
functiei obiectiv. In acest scop se considerd ci una dintre variabilele din
X®  devine nenuld, deci intrd intre variabilele de bazi. Fie aceastd
componenta X; cuj avand o valoare intre m+1 si n.

Valorile componentelor solutiei astfel modificate rezulta din:

X =Bb—B R =%* G0 ... 0 X, 0 ... 0]  (1.30)

sau, particularizdnd pentru o anumitd componenta:

x! =x"-gx, (1.31)

Dupd cum se poate observa din aceastd relatie, pe masurd ce x;
creste vor scidea toate componentele lui x* cdrora le corespund valori gij
pozitive. Deoarece solutia care rezulta trebuie sa fie tot solutie de baza
(sa aiba tot cel mult m componente pozitive si restul nule) cresterea lui
x; va trebui sd se opreasca atunci cand prima dintre componentele lui

x8 devine nuli, ceea ce corespunde minimului raportului )_cSB / gij°
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N
X/.me —

k=l,m gkj

gy >0}

Valoarea functiei obiectiv pentru noua solutie va fi:

n m
F(x)ch[xi =>cx! +e,x, =
i=1 i=1 )

M

m
—B
X, —xj(ch.gij —cj)
i=1

i

sau, cu notatiile:

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

Deci, pentru ca functia obiectiv sd creascd (Z > Z ), deoarece x;

este pozitiv, trebuie ca diferenta Z ;—c

Daca este indeplinita conditia:

Z,—c;20 Vj=m+Ln

sa fie negativa.

(1.36)

valoarea functiei obiectiv nu mai poate creste prin trecerea unei
variabile din x" in x°, deci solutia de baza obtinuti este solutia optima.

Dacéd exista o variabild pentru care Z,—c, <0 si, in plus,

g; <0 Vi=1Ln atunci functia obiectiv nu admite un minim finit.
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In acest caz valoarea acestei variabile poate sa fie oricat de mare
deoarece, odati cu ea, cresc si celelalte variabile din x® conform (1.31),
iar valoarea functiei obiectiv creste pana la infinit conform (1.35).

Rezulta ca prin analiza semnului diferentelor Z;—c; si a

elementelor lui G se poate stabili:
-daca solutia de baza curenta este solutie optima sau nu;
-dacd problema data nu are solutie optima.

In cazul in care nu rezultd nici una dintre aceste concluzii, deci
solutia curenta poate fi imbunatatitd, rezultand o crestere finita a valorii
functiei obiectiv, pentru a obtine solutia optima Intr-un numar minim de
pasi ar trebui introdusd printre variabilele de baza aceea pentru care
cresterea functiei obiectiv ar fi maxima:

5, (2, ~¢,) = max{x,(z,-¢,| |z, -¢, <0f (1.37)

Jj=m+l,n

in care valoarea x; se poate obtine din (1.32).

Deoarece calculele ar fi destul de complicate, necesitind
determinarea valorilor variabilelor x; se preferd selectarea variabilei x;
pentru care:

2, - |= max |z, -¢| |z,-¢, <0f (1.38)

Jj=m+l,n

Alegerea variabilei care intrd Tn bazd nu este criticd cat timp se

respectd conditia ca Z ;—c; sd fie negativa. O alegere incorecta poate

conduce doar la madrirea numarului de pasi dupd care se rezolva
problema si se obtine solutia optima.

Variabila care trece in vectorul variabilelor secundare se obtine
din (1.32) ca fiind prima variabild x; care se anuleaza:

=B =B
X! Ll x
s = mm{—k

8q | 8u

g, >o} (1.39)
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1.4 Algoritmul simplex primal

Se presupune cunoscutd o solutie de baza initial.
Algoritmul simplex primal este format din urmatoarele etape:

1. Se determind B si se calculeazd matricea G=B"'R
2. Se determina diferentele:

m not
Z./_c./:izz;cigi/_c./ jeJ={m+1 m+2 ... n} (1.40)

si se analizeaza semnul acestora;
2.1 Daca Z,—c;20 V jeJ solutia de baza este optima.

2.2 Daca exista diferente Z, —c; negative se noteaza cu

Ji=\ied | Z,-¢ <0f (1.41)

multimea indicilor diferentelor negative;

2. Se analizeazd semnul componentelor vectorilor coloand g;ai lui
G pentru indicii j din J,

3.1 Daca exista cel putin un vector g, <0 jeJ, (care nu are

nici o componentd pozitivd) rezultd cad problema nu are
solutie marginita;

3.2 Daca pentru toti indicii jeJ|vectorii g; au componente

pozitive se determind vectorul g, care va intra in baza din
conditia:
2, ~c|=max{z, ¢ | | jeJ) (1.42)

Jj=m+Ln

si vectorul a, care va iesi din baza din conditia:

—-B =B
X, .| x

— = min Kk

g Kemrln| &y

3. Se formeaza noua baza prin inlocuirea lui a, cu a,, se determina
solutia corespunzatoare acestei baze, si se revine la punctul 1.

g >0} (1.43)

Solutia initiald va fi imbunatatitd iterativ, pand la obtinerea
solutiei optime sau pana se stabileste ca problema nu are un maxim finit.
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Pentru aplicarea algoritmului se completeaza un tabel numit tabel
simplex si care are forma urmatoare.
Tab. 1.1 Tabelul simplex

e o Cnm Cmel Ci e | |

‘ c ’ Baza | a  a o At ax a, ’ b |
ci a; 1 0 0 Zim+ Sk &gin 51
C ar 0 1 0 om+1 2k &on 1;2
b I
Cm A, 0 0 1 Emm+1 8Emk &mn l;;n
| Zj | Zl ZZ Zm Zmﬂ Zk Z,, | Z |
| Z/’C/' | 0 0 0 Zmﬂ'cmﬂ Zk—Ck Zn’Cn | |

Valoarea Z; se obtine ca produs scalar intre vectorul ¢ si coloana
a; din tabelul simplex. Pentru variabilele de baza se va obtine Z;=c;

(coloana fiind un versor al bazei), deci Z;—c; =0. Valoarea Z a functiei
obiectiv este egald cu produsul scalar dintre c¢ si b.

Pentru trecerea la urmatorul tabel simplex se aplicd metoda
pivotajului, pivotul fiind elementul aflat la intersectia liniei vectorul care

iese din bazd cu coloana vectorul care intra in baza. Pentru aplicarea
acestei metode se procedeaza astfel:

-linia pivotului se Tmparte la acesta;
-cu exceptia pivotului, coloana acestuia se completeaza cu 0;

-considerand cd pivotul este gy, orice element care nu se gaseste
nici pe linia §i nici pe coloana pivotului se determina ca:

~ dydy
Ay =y — a
1,
ba v (1.44)
1; _ itk
k k
a

a,b fiind valorile din tabloul modificat, iar a, b cele din tabloul initial.
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1.5 Dualitatea in programarea liniara

Se considera doud probleme de programare liniara:

max F(x)=c'x

A-x<b (1.45)
x>0

si:
min U(y)=b"y
A" -y>c (1.46)
y>0

Problema de programare liniara (1.46) reprezinta duala problemei
(1.45). Se observa ca, intre problemele initiala si duald exista
urmadtoarele legaturi si deosebiri:

-se schimba tipul problemei: dacid problema initiala cere
maximizarea functiei obiectiv, duala impune minimizarea si invers;

-vectorul coeficientilor functiei obiectiv §i vectorul termenilor
liberi ai sistemului de restrictii se schimba intre ei;

-matricea sistemului de restrictii in duald este reprezentata de
transpusa matricei sistemului de restrictii al problemei initiale;

-se modificd semnul restrictiilor, ceea ce inseamna, pentru a
transforma inecuatiile In ecuatii, variabilele ecart se adund la primul
termen 1n problema de maxim si se scad la problema de minim.

Tr. Daca problema initiala (1.44) are solutie optimd atunci si
duala sa are solutie optima si reciproc. In plus:

max F(x)=min U(y) (1.47)

Trebuie subliniat faptul ca perechea de probleme primal-duala nu
trebuie rezolvata separat: in ultimul tabel simplex corespunzator uneia
dintre probleme se gaseste si solutia celeilalte probleme. Astfel, solutia
problemei duale este reprezentatd de valorile gasite pe linia lui Z; in
coloanele corespunzatoare vectorilor care au format baza in primul tabel
simplex.
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1.6 Reoptimalizarea problemelor de programare liniara

In practica se intdmpla uneori ca, dupa rezolvarea unei probleme
de programare liniara si gasirea solutiei optime, sa se produca anumite
modificari in structura acestei probleme, modificari reflectate in
schimbarea anumitor parametri ai acesteia.

Determinarea noii solutii optime este posibild, bineinteles, prin
rezolvarea noii probleme obtinute, dar cu un efort de calcul considerabil
(in special in cazul problemelor de mari dimensiuni). In acest caz se
poate incerca reoptimalizarea, pornind de la problema initiala si de la
solutia sa optima.

Cele mai frecvente modificari constau 1n variatii ale vectorului
resurselor b, modificarea coeficientilor functiei obiectiv C, modificarea
coeficientilor sistemului de restrictii a;, aparitia unor restrictii
suplimentare, aparitia unor variabile suplimentare. Astfel, se pot
produce modificari la nivelul stocurilor de resurse disponibile, variatii
ale parametrilor acestor resurse, ceea ce conduce la modificarea
consumurilor specifice, schimbari in parametrii tehnologici ai
instalatiilor ca urmare a unor defectdri sau finalizarii unor lucréri de
retehnologizare, intrarea in functionare a unor agregate suplimentare,
aparitia unor restrictii datorate unor factori de mediu ambiant.

Metodele de reoptimalizare pentru fiecare caz sunt fundamentate
pornind de la expresiile solutiei de baza (1.27) si conditiilor de optim
(1.36) si analizdnd modul in care sunt influentate acestea de schimbarile
produse in problema.

Prin aplicarea diferitelor tehnici de reoptimalizare se pot obtine
reduceri ale efortului de calcul sau a timpului de calcul (aspect extrem
de important In conducerea proceselor in timp real, unde timpul in care
este disponibila solutia este critic).

Trebuie subliniat faptul ca eficienta acestor metode depinde atat
de tipul modificarilor produse cat si de amplitudinea (valoarea) acestor
modificari.

In sistemele reale pot apirea situatii in care se produc mai multe
modificari simultan. In acest caz se pot analiza succesiv fiecare
schimbare apdrutd, solutia finald fiind obtinutd ca rezultat al ultimei
analize efectuate.
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1.6.1. Modificarea coeficientilor functiei obiectiv C

In acest caz, deoarece vectorul termenilor liberi ai restrictiilor b si
matricea 4 au ramas neschimbate (deci si B, R si G), solutia optima a
problemei initiale, datd de (1.27) raméane solutie de baza pentru
problema modificatd (deoarece are toate componentele pozitive).
Intrebarea este daci aceastd solutie de bazi mai este solutie optimi
pentru problema modificatd. Deoarece coeficientii functiei obiectiv s-au
modificat de la ¢ la ¢, conditiile de optim (1.36) pot fi scrise vectorial,
luand in considerare relatiile (1.34) si (1.29):

~ '~ \T ~
Z,-¢ =@*)Ba,-¢ >0 (1.48)

Putem avea doua situatii:

a. Conditiile (1.48) sunt verificate. In acest caz solutia optima a
problemei initiale rimane solutie optima si pentru problema modificata.
Rezolvare problemei modificate se face prin modificarea coeficientilor
¢; in ultimul tabel simplex, recalcularea valorilor Z; si a diferentelor Z-c;,
deci cu un efort de calcul minim.

Trebuie subliniat faptul ci, prin modificarea coeficientilor functiei
obiectiv, se modifici valoarea optimd a acesteia chiar daca solutia
optima (punctul in care valoarea optima este atinsd) raméne aceeasi.
Valoarea optimad a functiei obiectiv pentru problema modificatd va fi
datd de (1.28) cu modificarile coeficientilor ¢;:

Z=(@") B (1.49)

b. Existd diferente Z ; —C, negative. In acest caz solutia optima a

problemei initiale este solutie de baza a problemei modificate dar nu
este solutie optimd. Pentru rezolvarea problemei se continud de la
ultimul tabel simplex al problemei modificate. In general, pentru
modificari mici aduse problemei date rezultd modificari mici ale solutiei
problemei. Solutia finald va fi obtinuta intr-un numar mai mic de pasi
decat daca s-ar porni de la o solutie de baza initiala arbitrara. in plus, nu
mai este necesarda determinarea solutiei de baza initiale.
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1.6.2. Modificarea vectorului b

Solutia optima a problemei initiale, care este si solutie de baza,

este datd de (1.27). Prin modificarea lui 5 in b , se vor modifica si
componentele acestei solutii:

X*=B"b (1.50)

Putem avea doua situatii:

a. Toate componentele lui B7'b  sunt pozitive, deci solutia
transformati este tot o solutie de baza. Intrebarea care se pune este daci
reprezintd si solutie optimala pentru problema modificata. Din (1.48) se
observa cd in conditiile de optimalitate nu apar componentele vectorului
b. In consecinti, solutia optima a problemei initiale reprezinta solutie
optima §i pentru problema modificata.

b. Solutia modificata are componente negative, deci nu mai este
solutie de baza. Deoarece in duald vectorii ¢ si b 1si schimba rolul, iar ¢
a ramas nemodificat, solutia optimd a problemei duale a rdmas solutie
de baza, dar nu mai este solutie optima. Procesul de optimizare se poate
continua pentru duald Incepand cu aceasta solutie ca solutie de baza
initiala. Odatd cu obtinerea solutiei optime a problemei duale se obtine
si solutia optima a problemei modificate.

1.6.3. Introducerea unei noi variabile

In cazul introducerii de noi variabile in problema, datoriti
faptului cd numarul de restrictii riméne acelasi, aceastd variabild
suplimentara poate fi considerati o variabili secundara. In functie de
valoarea diferentei:

Z,.,—c,.=(c") Ba

n+l T

(1.51)

n+l

se poate trage concluzia ca solutia optima a problemei initiale raméne
solutie optima si pentru problema modificata atunci cand valoarea data
de (1.51) este pozitiva (cu valoare nula pentru variabila suplimentara)
sau procesul de optimizare trebuie continuat de la ultimul tabel simplex
In cazul in care diferenta (1.51) este negativa.
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1.6.4. Modificarea unui coeficient din matricea restrictiilor

Daca se presupune cd se modificd valoarea coeficientului a; din
sistemul de restrictii al probelmei, influenta acestei modificari asupra
procesului de optimizare este diferita dupd cum acesta apartine matricei
B sau matricei R.

a. In cazul in care se modificd valoarea coeficientului a; al unei
variabile secundare solutia optima deja obtinuta pentru problema initiala
ramane solutie de baza pentru cea modificata deoarece B si b 1n (1.27)
nu sunt afectate. In schimb, coeficientii Z vor fi diferiti, conform
relatiilor (1.24), (1.29) si (1.34), si deci si diferentele Z ;—c; . In functie
de semnul acestorase poate trage concluzia cd solutia deja obtinuta
ramane solutie optimd (atunci cand toate diferentele sunt pozitive) sau
ca optimizarea trebuie sa fie reluatd, incepand cu ultimul tabel simplex
(daca cel putin o diferenta este negativa).

b. In cazul in care modificarea afecteazi un coeficient al unei
variabile din baza, analiza este mai dificila deoarece schimbarile sunt
mai importante: se modifica B (si deci B'), X B , G si Z. Se pot obtine
situatii Tn care solutia optima initiald nu mai este solutie de baza (daca
xB=B71p are componente negative), este solutie de bazd dar nu este
optima (exista diferente Z ;—c; negative) sau ramane solutie optima. in

fiecare situatie se procedeaza in mod corespunzator.

1.6.5. Introducerea unei noi restrictii

In cazul adiugirii unei noi restrictii la sistemul deja existent
numarul variabilelor de baza se mareste cu o unitate (daca restrictia este
independenta fatd de cele deja considerate) deoarece numarul
variabilelor de baza este egal cu numarul restrictiilor.

In general, daci solutia optimi determinati pentru problema
initiald verifica restrictia nou introdusd ea rdméne solutie optimala,
valoarea variabilei de baza suplimentare fiind obtinutd prin inlocuirea
variabilelor deja cunoscute in restrictia suplimentara.

Daca solutia cunoscutd nu verificd restrictia nou introdusa
procesul optimizarii trebuie reluat.

20



Aplicatie

Sa se determine incarcarea optimd a doud grupuri ale unei
centrale termoelectrice cu puterile nominale de 100 si 200 MW. Cele
doud grupuri utilizeaza carbunele — combustibil de baza si pacura —
combustibil suport. Consumurile specifice sunt de 0,4 tcc/MWh (din
care 5% combustibil suport) pentru primul grup si 0,3 tcc/MWh (din
care 8% combustibil suport) pentru cel de al doilea grup. Cantitatile de
combustibil disponibile pentru o zi de functionare sunt de 2200 tcc
echivalent carbune si 150 tcc echivalent pacurd. Criteriul de optimizare
cere sd se producd o cantitate cit mai mare de energie cu combustibilul
disponibil.

Rezolvare

Se noteaza cu x; puterea produsd de primul grup si cu x, puterea
produsa de cel de al doilea grup.
Formularea matematica a aceste probleme este urmatoarea:

max(24x, +24x, )
0,95-24-0,4x, +0,92-24-0,3x, <2200
0,05-24-0,4x, +0,08-24-0,3x, <150
x, <100
x, <200

x,20; x,20

Dupa cum se poate observa este vorba de o problemda de
optimizare sub formad canonicd. Pentru a o transforma sub forma
standard se introduc variabilele ecart suplimentare x;, x4, Xs, X¢ care
transforma inegalitatile in egalitati, problema modificata fiind:

max(24-xl+24'x2+O-x3+0'x4+0'x5+0-x5)
9,12x, +6,624x, +x, =2200

0,48x, +0,576x, +x, =150

x, +x;=100

x, +x, =200

x,20; x,20; x,20; x,20; x;=0; x,=0
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Elementele care permit punerea acestei probleme sub forma
standard matriceald sunt:

c=[24 24 0 0 0 of
9,12 6,624 1 0 0 0

4| 048 0576 0 1.0 0
10 0010
0 1 00011

b=[2200 150 100 200]

O impartire foarte simpld a matricei 4 care permite obtinerea
solutiei initiale de baza si initializarea algoritmului este:

1000 9,12 6,624

0100 0,48 0,576
B=lp 01 0|7h R=0="] 0

0001 0 1
®=[0 0 0 0f; c*=[24 24]

care corespunde solutiei initiale:

x( =0, x” = 0; x!”) = 2200; x\”) =150; x”) =100; x{*’ =200
cu o valoare nula a functiei obiectiv.

In continuare se completeaza tabelul simplex. Pentru aceasta se
porneste de la solutia initiald de baza pentru care se determina valorile
coeficientilor Z; facand produsul scalar dintre coloana c si coloana a;.

De exemplu:

Z =c"a,=0-9,12+0-0,48+0-1+0-0+0-0=0

Acesti coeficienti se utilizeaza pentru determinarea diferentelor
Z;-c; pentru coloanele a; care nu fac parte din baza.

Deoarece ambele diferente care intereseaza la acest caz (Z;-¢; si
Z»-c; ) sunt negative, rezulta ca solutia nu este optima. Din faptul ca atat
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vectorul a; cat si vectorul a, are componente pozitive, rezultd ca nu se
poate trage concluzia ca nu exista solutie optimala.

Diferentele Z-c; negative fiind, in acest caz, egale, se alege
arbitrar a; ca fiind noul vector care intrd in baza.

Pentru determinarea vectorului care iese din baza se calculeaza:

—B

. Xk
min §—
k=m+1,n gkl

deci vectorul care iese din baza va fi as.

9127048 1 1

} .{2200 150 100} 100
g, >0r=min =—

Solutia optima pentru aceastd problema este urmétoarea:
x, =115;x, =177,08; x, =100; x, =115; x, =2291; x, =x, =0

Dupa cum se poate observa, pentru a obtine cantitatea maxima de
energie grupurile trebuie incarcate cu puterile de 100 MW si respectiv
177 MW, deci trebuie incarcat cu puterea nominald grupul care are
consumul specific maxim, contrar a ceea ce era de asteptat.

Problema duala corespunzatoare problemei date va fi:

min(2200y, +150y, +100y, + 200y, )

0,95-24-0,4y, +0,05-24-0,4y, + , >24
{0,92 2403y, +0,08-24-03y, + y,>24
1,20, y,20; y;20; 3,20

a cdrei solutie poate fi gasita pe linia ultimului tabel simplex, pe linia Z;
in coloanele as+a¢ care au alcituit prima baza: y,=0; y,=41,66; y;=4;
y4:0.
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24 24 0 0 0 0

C Baza a a az ay as as b
0 a3 9,12 | 6,624 1 0 0 0 2200 (2200 150 100
0 a 0,48 | 0,576 0 1 0 0 150 ‘“{ 9,12 70,48’1}
0 as 1 0 0 0 1 0 100 _100
0 as 0 1 0 0 0 1 200 !

Z 0 0 0 0 0 0 0

Z-c; 24 24 0 0 0 0
0 a3 0 6,624 1 0 9,12 0 1288 (1288 102 200
0 a 0 Jo0576] o 1 -0,48 0 102 m{6,624’0,576’1}
24 a 1 0 0 0 1 0 100 _ 102
0 as 0 1 0 0 0 1 200 0,576

Z 24 0 0 0 24 0 2400

Z-c; 0 24 0 0 0 0
0 a 0 0 1 11,5 | 3.6 0 115
24 a 0 1 0 1,736 | 0833 | 0 [177.08
24 a; 1 0 0 0 1 0 100
0 as 0 0 0 |-1,736 | 0,833 0 | 2291

Z 24 24 0 41,66 4 0 |6649,9

Z-c; 0 0 0 41,66 4 0
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