5. PROGRAMARE NELINIARA

Multe aplicatii practice din domeniul energetic conduc la
probleme de optimizare care nu se incadreaza in categoriile problemelor
de programare liniard sau dinamica. Aceste probleme includ functii
neliniare (functia obiectiv sau restrictiile) si nu au caracter de proces
secvential de decizie.

Solutiile acestor probleme nu pot fi obtinute aplicand algoritmul
simplex sau algoritmul programarii dinamice.

Astfel, dacd o parte dintre restrictii sunt functii neliniare,
domeniul solutiilor admisibile nu mai este un poliedru convex in R"
(deci nu mai are un numar finit de varfuri care sa fie parcurse succesiv
pand la gasirea solutiei optime). Dacad toate restrictiile sunt functii
liniare dar functia obiectiv este neliniara, solutia optimd nu mai este
obligatoriu unul dintre varfurile simplexului, ci se poate gési si pe una
dintre fetele acestuia.

Rezolvarea problemelor de programare neliniard este dificila

extremul global, folosind numai informatii locale. Astfel considerand o
problema de minimizare cu o singurd variabila, functia criteriu poate
avea, pe domeniul solutiilor admisibile, mai multe minime.

F(x)

B

Xmin Xmax X
Fig.?.1 Puncte de minim pentru o functie

A — punct de minim local simplu

B — punct de minim global
C — minim local multiplu
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Dupi cum se cunoaste, conditiile ca punctul (x*, f{x')) si fie punct
de minim pentru functia £ sunt f'(x)=0, f"(x')>0. Aceste conditii sunt
verificate in punctele A, B si pe segmentul C dar minimul global al
functiei este B.

O alta dificultate o constituie formularea unei conditii de extrem
in cazul in care solutia problemei se gaseste pe frontiera domeniului
solutiilor admisibile.

Pentru exemplul considerat, dacid se considera cd restrictiile
problemei conduc la un domeniu al solutiilor admisibile sub forma
intervalului [Xyin, Xmax] solutia optima este Xpyn. in punctul de minim
(Xmin» f{xmin)) nu sunt verificate conditiile precizate anterior deoarece
derivata de ordinul intai este nenula.

Este posibil ca solutia optimd a problemei de programare
neliniard sd nu se mai gaseascd pe frontiera domeniului solutiilor
admisibile ci in interiorul acesteia.

Din cauza acestor dificultati nu a fost inca pusa la punct o metoda
eficientd de rezolvare a problemelor de programare neliniard sub forma
cea mai generala (fard a se pune conditii suplimentare functiei obiectiv
sau restrictiilor problemet).

Exista o clasa particulard de probleme de optimizare neliniara
pentru care s-au elaborat metode convenabile si fundamentate teoretic
care permit gasirea solutiei optime. In aceastd categorie se incadreazi
problemele de programare convexa.

In programarea neliniard pot fi puse in evidenta urmitoarele clase
de probleme:

-probleme de optimizare fara restrictii la care functia obiectiv este
neliniarad iar domeniul solutiilor admisibile este R"

-probleme de optimizare cu functia obiectiv neliniara §i restrictii
liniare (cu o subclasd importanta: probleme de programare patratica — la
care functia obiectiv este un polinom de gradul doi);

- probleme de programare convexa

- probleme de programare separabile (la care functia obiectiv si
restrictiile sunt sume de functii, fiecare depinzand de cate o variabila)

- probleme de programare neconvexa.
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5.1 Conditii de minim

Deoarece toate marimile de stare ale instalatiilor energetice, care
sunt variabile ale problemelor de optimizare, sunt numere reale, toate
definitiile ulterioare referitoare la variabilele functiilor care apar in
problemele de optimizare neliniara se vor limita la spatiul vectorial R".

O problemd de programare neliniard poate fi definitd in felul
urmator: fie F:D—>R, D=R"; se cere sa se determine punctul x°din D
care verifica anumite restrictii (sub forma unor ecuatii sau inecuatii) n
care functia obiectiv are valoarea cea mai mica. Matematic o problema
de optimizare neliniard poate fi prezentata ca:

min F(x)
g (x)=0 i=L..,m (5.1)
x,20 j=L..,n

unde F(x) si/sau o parte dintre restrictiile g/(x) sunt functii neliniare. Nu
s-a mai precizat in formularea matematica ca punctul x trebuie sa fie din
D, aceasta conditie fiind subinteleasa.

Foarte putine probleme de optimizare neliniard pot fi rezolvate
direct, prin rezolvarea unei ecuatii sau a unui sistem de ecuatii (liniare
sau neliniare). In marea majoritate a situatiilor gisirea solutiei optime
este un proces iterativ care urmareste ca, pornind de la o solutie
admisibila initiald (aleasa in general aleator), sd permitd generarea unui
sir de puncte, toate solutii admisibile, care au proprietatea cd prin
trecerea de la un punct la urmatorul functia obiectiv scade.

In acest algoritm este foarte important si se dispuni de anumite
conditii care sd permitd ca, odata gdsit un punct din acest sir, sd se ia
decizia de oprire a procesului (la atingerea minimului functiei obiectiv)
sau de trecere la urmatorul punct.

Aceste conditii permit recunoasterea punctului de minim a
functiei obiectiv fard a fi nevoie sd se compare valoarea acesteia in
punctul respectiv cu valorile in punctele vecine. Conditiile care, odata
indeplinite, garanteaza caracterul de solutie optima pentru punctul in
care acestea au fost 1Indeplinite poartd numele de conditii de
optimalitate.
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5.1.1 Conditii de optimalitate pentru
optimizarea fara restrictii

In acest caz problema de optimizare are forma:

min F(x) (5.2)
xeR"

iar conditiile de optimalitate sunt reprezentate de urmatoarele teoreme.
Tr. (conditii necesare de ordinul 1) Fie X o submultime deschisa
alui R"si F: X— R o functie reala definitd pe X. Daca x, este o solutie

optima a problemei de optimizare neliniara si /' este diferentiabila in x,,
atunci:

VF(x,)=0 (5.3)
Tr. (conditii de ordinul 2) Fie X o submultime deschisa a lui R" si
F: X— R o functie reald definita pe X. Atunci:

a. Daca x, este solutia optima a problemei de optimizare neliniara
si I este de doua ori diferentiabild in x,, atunci gradientul si matricea
hessian a functiei obiectiv verifica urmatoarele conditii:

VF(x,)=0

5 .. . . (5.4)
V2F(x,) pozitiv semidefinita
b. Daca x, este si / este de doud ori diferentiabila in x,, si:

VF =

V2F(x,) pozitiv definita

atunci x, este solutie optima a problemei de optimizare neliniara.

Dupa cum se observa, conditiile de minim au o forma simpla in
cazul problemelor de programare fara restrictii ale caror functii obiectiv
sunt diferentiabile (o datd sau de doud ori). Acestea au avantajul
caracterului local in sensul ca pentru verificarea lor este nevoie doar de
valori calculate in punctul respectiv x.
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Foarte importanta in acest caz este conditia necesara ca gradientul
functiei obiectiv sa fie nul in punctul curent, cunoscutd sub numele de
ecuatia lui Euler.

Indeplinirea acestei conditii nu garanteaza gasirea solutiei optime.
In acest scop ea trebuie completati cu conditia ca matricea hessian si
fie pozitiv definita sau, dacad aceasta nu poate fi verificata, cu un studiu
local al valorii functiei obiectiv (analiza modului in care se modifica
functia obiectiv intr-o vecinitate a punctului curent). In acest fel se
determind dacad punctul in care gradientul este nul este un punct de
minim sau un punct de maxim, respectiv punct sa.

Dacé problema are s§i restrictii care restrang domeniul solutiilor
admisibile poate fi formulatd urmatoarea teorema:

Tr. Fie functia F:R"—>R si o multime SCR" convexa si inchisa.
Atunci minimul lui F pe S este punctul xo pentru care
~VF(x,)e [N(S,xo)] unde N(S,x,)= {s|s eRn,<s,c—x0>S 0V ce S}
este multimea directiilor normale la S in x,

In cazul problemelor convexe pentru care F(x) este o functie
derivabild si convexa atunci teorema anterioarad conduce la: x, este
solutie a problemei de optimizare daca si numai dacad este verificata
inegalitatea:

(VF(xO),v—x0> >0
(5.10)

oricare ar fi solutia admisibila v.
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