
 Metoda funcţiilor de penalizare 
 Această clasă de metode de optimizare are la bază următoarea 
teoremă: 

Tr. Fie  o funcţie continuă, strict convexă pentru care RRF n →:
( ) ∞=

∞→
xF

x
lim , mulţime convexă şi nevidă, nRU ⊂ RRn →:Ψ  astfel 

încât ( ) ( ) UuuRvv n ∈∀=∈∀≥ 0,0 ΨΨ . 

 Atunci εε u∃>∀ 0  unic astfel încât să fie soluţia problemei de 
optimizare fără restricţii: 
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şi , unde u este soluţia problemei de optimizare: uu =ε→ε 0

lim
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 Principiul metodelor funcţiilor de penalizare constă, deci, în 
înlocuirea problemei de optimizare iniţiale, care are anumite restricţii 
impuse variabilelor, printr-o familie de probleme de optimizare fără 
restricţii, fiecare dintre problemele care aparţin acestei familii fiind 
caracterizată de o anumită valoare a parametrului ε. 

Astfel, dacă se consideră problema de optimizare: 
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cu următoarele restricţii: 
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se pot defini funcţiile: 
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şi se consideră problema fără restricţii: 
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în care cu σi, σj s-au notat ponderile corespunzătoare diferitelor restricţii 
(care au valori pozitive nenule) iar ( )( )xgiϕ şi ( )( )xhjξ  reprezintă 
funcţiile de penalizare. 
 Deoarece în interiorul domeniului soluţiilor admisibile ale 
problemei iniţiale funcţiile ( )( )xgiϕ  şi ( )( )xhjξ  au valori nule, valorile 
minime ale funcţiilor F(x) şi Φ(x) pe acest domeniu vor fi egale şi vor fi 
realizate în acelaşi punct. 
 În afara domeniului soluţiilor admisibile cel puţin una dintre 
restricţii este încălcată şi, în consecinţă, funcţia de penalizare 
corespunzătoare ia o valoare infinită. Din această cauză funcţia de 
optimizare modificată ia, la rândul ei, o valoare infinită şi, în consecinţă, 
nu poate atinge minimul într-unul din aceste puncte. Deci, cele două 
probleme vor avea aceeaşi soluţie. 



 Dezavantajul funcţiilor de penalizare φ şi ξ rezultă din faptul că 
nu sunt derivabile în origine, deci pentru determinarea minimului 
funcţiei obiectiv modificate Φ(x) nu poate fi folosită nici una din 
metodele performante care impun evaluarea derivatelor de ordinul întâi 
sau doi. De aceea s-au căutat alte funcţii de penalizare care să elimine 
acest dezavantaj, rezultând mai multe metode care se deosebesc prin 
funcţia de penalizare folosită. 
 Transformarea funcţiei obiectiv prin folosirea unei funcţii de 
penalizare continuă şi derivabilă are şi ea un dezavantaj: valoarea 
funcţiei obiectiv modificate nu mai are un salt brusc de la valoarea 
funcţiei obiectiv iniţiale (în interiorul domeniului soluţiilor admisibile) 
la o valoare foarte mare (în exteriorul acestui domeniu). Din această 
cauză metodele funcţiilor de penalizare produc:  

a. fie mărirea valorii funcţiei obiectiv în imediata apropiere a 
frontierei domeniului soluţiilor admisibile pentru puncte 
situate în interiorul acestui domeniu, ceea ce conduce la 
mutarea punctului de minim al funcţiei modificate în raport cu 
funcţia iniţială mai spre interiorul domeniului; 

b. fie păstrarea egalităţii între valorile celor două funcţii obiectiv 
în interiorul domeniului de admisibilitate însoţită de o creştere 
mică a valorii funcţiei obiectiv modificate pentru puncte 
situate în afara acestui domeniu dar aflate în imediata 
apropiere a frontierei, ceea ce poate conduce modificarea 
poziţiei soluţiei optimale spre exteriorul domeniului. 

Deci se poate obţine sau eliminarea unor soluţii admisibile ale 
problemei iniţiale sau extinderea domeniului de admisibilitate, cele două 
probleme nemaiavând obligatoriu aceeaşi soluţie. 

Metodele care produc modificarea funcţiei obiectiv începând cu 
puncte situate în interiorul domeniului de admisibilitate se numesc 
metode de penalizare interioare iar cele care modifică valoarea acestei 
funcţii doar în exteriorul acestui domeniu se numesc metode de 
penalizare exterioare. 

Eliminarea dezavantajului neconcordanţei soluţiilor optimale ale 
celor două probleme se face prin rezolvarea succesivă a mai multor 
probleme modificate aparţinând aceleiaşi familii şi corespunzând unor 



valori diferite ale ponderilor σ, din ce în ce mai mici. În acest fel 
contribuţia –funcţiei de penalizare va fi din ce în ce mai mică, permiţând 
soluţiei obţinute să se apropie oricât de mult de soluţia problemei 
iniţiale, până la o eroare care poate fi acceptată din punct de vedere 
tehnic. Pentru fiecare pas soluţia obţinută va fi considerată ca estimare 
iniţială pentru rezolvarea următoarei probleme din familie. 

Această metodă este foarte utilă în domeniul energetic unde nu 
interesează obţinerea soluţiei exacte deoarece punerea sa în practică se 
realizează prin utilizarea unor echipamente care au o anumită clasă de 
precizie. În aceste condiţii obţinerea unei soluţii cu o eroare sub precizia 
pe care o asigură echipamentele reprezintă un efort inutil. 

Pentru prezentarea principalelor metode aparţinând acestei clase 
considerăm problema de optimizare: 
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unde restricţiile gi sunt presupuse a fi continue şi cu derivate de ordinul 
II continue. 
 Metoda lui Frisch transformă această problemă într-o problemă 
de minimizare fără restricţii a funcţiei: 
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 O varianţa a metodei lui Frisch foloseşte aceeaşi valoare a 
coeficientului de ponderare pentru toate restricţiile: 
 

( ) ( )( ) 0ln
1

>−− ∑
=

αα
m

i
i xgxF       (10.10) 

 
În acest caz se poate arăta că dacă: 
a. Funcţiile F, g1,…, gm sunt convexe şi derivabile 



b. Domeniul soluţiilor admisibile este mărginit  
vom avea: 

 1. este convexă şi diferenţiabilă ( ) ( )( )∑
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2. Dacă αx este valoarea variabilei care minimizează fără 
restricţii pe φα atunci: 

 
( ) ( ) ααα mxFFxF −≥≥        (10.11) 

 
unde F este valoarea minimă a funcţiei obiectiv iniţiale, deci dacă 

0→α  rezultă că αx  converge spre soluţia optimă a problemei date. 

 Metoda lui Caroll modifică problema iniţială sub forma: 
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 După cum se observă, pentru aceste două metode modificarea 
funcţiei obiectiv începe încă din interiorul domeniului, funcţia 
modificată atingând valori infinite pe frontieră. Din această cauză ele 
aparţin clasei metodelor de penalizare interioară (numite şi metode de 
tip barieră). 
 O funcţie de penalizare foarte simplă şi cu proprietăţi de 
continuitate şi derivabilitate remarcabile este funcţia de gradul doi: 
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dar are dezavantajul unei creşteri relativ lente, ceea ce face să nu fie 
eficientă în toate cazurile. 



 În condiţiile în care ( ) ∞=
∞→

xF
x
lim şi gi(x)-continue, dacă se 

notează: 
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se poate arăta că: 

 1. kx∃  care minimizează Pk(x) 

 Pk continuă, ( ) ( ) ( ) kkxk xxPXFXP ∃⇒∞=⇒≥
∞→

lim  care 

minimizează Pk pe Rn. 

 2. Şirul ( ){ }kk xP  este crescător şi mărginit superior de valoarea 
optimă a lui F pe domeniul soluţiilor admisibile.  

Pentru a demonstra această proprietate se scrie că: 
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deci şirul este crescător. 

 Fie x care verifică toate restricţiile gi, deci ( ) 0=+ xgi ; din modul 

de definire al lui kx rezultă că: 
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prin particularizare pentru x  soluţie admisibilă: 
 
 ( ) ( )xFxP kk ≤          (10.16) 
 
deci: 



 
 ( ) ( ) ( ){ }mixgxFxP ikk ,10inf =≤≤       (10.17) 

 
 Dar, valoarea din partea dreaptă a inegalităţii reprezintă tocmai 
valoarea optimă a funcţiei F, notată F . 
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 Fie r un minorant al lui F pe Rn; atunci: 
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de unde rezultă: 
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 Deci, atunci când ∞→k  
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 4. Şirul { }kx  este mărginit şi orice subşir convergent converge la 
soluţia problemei de optimizare iniţiale 
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dar, ţinând cont că: 
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rezultă că acest lucru nu este posibil, deci { }lkx  este mărginit. 



 Considerăm { }lkx  convergent: xx lk →  
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deci x  verifică restricţiile impuse în problema iniţială. 

Pe de altă parte: 
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deci şi: 
 
 ( ) FxF ≤           (10.23) 
 
 Dar cum, pe domeniul soluţiilor admisibile, F  este valoarea 
minimă, rezultă că: 
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deci x  este tocmai soluţia optimă pentru problema iniţială. 
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 Presupunem că limita acestui şir este pozitivă, deci există un 
subşir { }lkx  şi un număr α>0 astfel încât: 
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pentru orice l. 
 Ţinând cont de modul de definire al lui Pk va rezulta: 
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 Deoarece s-a presupus acest subşir convergent, rezultă că limita 
lui este tocmai soluţia optimă a problemei, deci: 
 
 ( ) ( ) ( ) 0>≥−≥− αllll kkkk xFxPxFF       (10.27) 
 
 Pe de altă parte, când ∞→l : 
 
 ( ) FxF lk →           (10.28) 
 
deci: 
 
 ( ) 0→− lkxFF          (10.29) 
 
ceea ce reprezintă o contradicţie. 
 6. Dacă F, g1,…, gm sunt convexe şi diferenţiabile atunci funcţiile 
Pk rezultă convexe şi diferenţiabile. 

 gi convexe convexe +⇒ ig [ ]2+⇒ ig convexe 

 Deci Pk convexe ca sumă de funcţii convexe. 
 Un raţionament asemănător conduce la concluzia că Pk sunt şi 
diferenţiabile. 
 În acest caz, condiţia de minim pentru Pk se scrie: 
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relaţie care permite determinarea lui kx . 
 


