Metoda functiilor de penalizare

Aceastd clasd de metode de optimizare are la bazd urmatoarea
teorema:

Tr. Fie F:R" — R o functie continua, strict convexa pentru care

| 1ﬁm F(x)=o, U c R"multime convexi si nevida, ¥ : R" — R astfel
X||—>©0

incat ¥(v)>0 VveR", ¥Yu)=0 VuelU.

Atunci V ¢>0 Ju, unic astfel incat sa fie solutia problemei de
optimizare fara restrictii:

min F, (i) = F(u)+§5”(u) (10.1)

ueR"

si lim u, = u ,unde u este solutia problemei de optimizare:
g0
min F (u)

(10.2)
uelU

Principiul metodelor functiilor de penalizare consta, deci, in
inlocuirea problemei de optimizare initiale, care are anumite restrictii
impuse variabilelor, printr-o familie de probleme de optimizare fara
restrictii, fiecare dintre problemele care apartin acestei familii fiind
caracterizatd de o anumita valoare a parametrului &.

Astfel, daca se considera problema de optimizare:

min F(x) (10.3)

cu urmatoarele restrictii:



(10.4)

se pot defini functiile:

0 y=0
o y#0

¢(y)={
(10.5)

s)= {2}

si se considera problema fara restrictii:

min@®(x)

xeR"
unde:

(10.6)

m

o(x)= F(x)+ Y o(g (x)+ Yol (x) (10.7)

i=l1 J=m+1

in care cu o;, g; s-au notat ponderile corespunzatoare diferitelor restrictii
(care au valori pozitive nenule) iarg(g,(x))si f(h /.(x)) reprezinta

functiile de penalizare.

Deoarece in interiorul domeniului solutiilor admisibile ale
problemei initiale functiile ¢(g,(x)) si §(h ; (x)) au valori nule, valorile

minime ale functiilor F(x) si @(x) pe acest domeniu vor fi egale si vor fi
realizate in acelasi punct.

In afara domeniului solutiilor admisibile cel putin una dintre
restrictii este 1incalcatd si, In consecintd, functia de penalizare
corespunzitoare ia o valoare infinitd. Din aceastd cauzd functia de
optimizare modificata ia, la randul ei, o valoare infinita si, In consecinta,
nu poate atinge minimul intr-unul din aceste puncte. Deci, cele doud
probleme vor avea aceeasi solutie.



Dezavantajul functiilor de penalizare ¢ si & rezulta din faptul ca
nu sunt derivabile in origine, deci pentru determinarea minimului
functiei obiectiv modificate @(x) nu poate fi folositd nici una din
metodele performante care impun evaluarea derivatelor de ordinul intai
sau doi. De aceea s-au cautat alte functii de penalizare care sa elimine
acest dezavantaj, rezultand mai multe metode care se deosebesc prin
functia de penalizare folosita.

Transformarea functiei obiectiv prin folosirea unei functii de
penalizare continud si derivabild are si ea un dezavantaj: valoarea
functiei obiectiv modificate nu mai are un salt brusc de la valoarea
functiei obiectiv initiale (in interiorul domeniului solutiilor admisibile)
la o valoare foarte mare (in exteriorul acestui domeniu). Din aceasta
cauza metodele functiilor de penalizare produc:

a. fie marirea valorii functiei obiectiv in imediata apropiere a
frontierei domeniului solutiilor admisibile pentru puncte
situate In interiorul acestui domeniu, ceea ce conduce la
mutarea punctului de minim al functiei modificate 1n raport cu
functia initiala mai spre interiorul domeniului;

b. fie pastrarea egalitatii Intre valorile celor doud functii obiectiv
in interiorul domeniului de admisibilitate insotita de o crestere
micd a valorii functiei obiectiv modificate pentru puncte
situate In afara acestui domeniu dar aflate In imediata
apropiere a frontierei, ceea ce poate conduce modificarea
pozitiei solutiei optimale spre exteriorul domeniului.

Deci se poate obtine sau eliminarea unor solutii admisibile ale
problemei initiale sau extinderea domeniului de admisibilitate, cele doua
probleme nemaiavand obligatoriu aceeasi solutie.

Metodele care produc modificarea functiei obiectiv incepand cu
puncte situate in interiorul domeniului de admisibilitate se numesc
metode de penalizare interioare iar cele care modifica valoarea acestei
functii doar In exteriorul acestui domeniu se numesc metode de
penalizare exterioare.

Eliminarea dezavantajului neconcordantei solutiilor optimale ale
celor doua probleme se face prin rezolvarea succesivd a mai multor
probleme modificate apartindnd aceleiasi familii i corespunzand unor



valori diferite ale ponderilor o, din ce in ce mai mici. In acest fel
contributia —functiei de penalizare va fi din ce in ce mai mica, permitand
solutiei obtinute sa se apropie oricdit de mult de solutia problemei
initiale, pana la o eroare care poate fi acceptatd din punct de vedere
tehnic. Pentru fiecare pas solutia obtinutd va fi consideratd ca estimare
initiald pentru rezolvarea urmatoarei probleme din familie.

Aceastd metoda este foarte utild in domeniul energetic unde nu
intereseaza obtinerea solutiei exacte deoarece punerea sa in practica se
realizeaza prin utilizarea unor echipamente care au o anumita clasd de
precizie. In aceste conditii obtinerea unei solutii cu o eroare sub precizia
pe care o asigura echipamentele reprezintd un efort inutil.

Pentru prezentarea principalelor metode apartinand acestei clase
consideram problema de optimizare:

min F(x)

— 10.8
g(x)<0 i=lm xeR" (10-8)

unde restrictiile g; sunt presupuse a fi continue si cu derivate de ordinul
II continue.

Metoda lui Frisch transforma aceastd problemd intr-o problema
de minimizare fara restrictii a functiei:

F(x)-Yan(-g)  a>0 (10.9)

O varianta a metodei lui Frisch foloseste aceeasi valoare a
coeficientului de ponderare pentru toate restrictiile:

Fx)- agln(— g(x)  a>0 (10.10)

In acest caz se poate arata ca daca:

a. Functiile F, gy,..., g, sunt convexe si derivabile



b. Domeniul solutiilor admisibile este marginit

vom avea:

1. ¢, =F(x)- ailn(— g;(x)) este convexa si diferentiabili
i=1

2. Dacda xqeste valoarea variabilei care minimizeaza fara
restrictii pe ¢, atunci:

Flxa)2 F 2 Flx.)-ma (10.11)

unde F este valoarea minima a functiei obiectiv initiale, deci daca

a — 0 rezultd cd x, converge spre solutia optima a problemei date.

Metoda lui Caroll modifica problema initiala sub forma:

©>0 1—0 (10.12)

Dupa cum se observd, pentru aceste doud metode modificarea
functiei obiectiv incepe incd din interiorul domeniului, functia
modificatd atingand valori infinite pe frontierd. Din aceastd cauza ele
apartin clasei metodelor de penalizare interioard (numite $i metode de
tip bariera).

O functie de penalizare foarte simpld si cu proprietiti de
continuitate si derivabilitate remarcabile este functia de gradul doi:

m

F@ﬁugbﬂﬂr #>0 (10.13)

g (x)=max(0,g,(x))

dar are dezavantajul unei cresteri relativ lente, ceea ce face sa nu fie
eficienta 1n toate cazurile.



In conditiile in care ‘I}m F (x)zoosi gi(x)-continue, daca se
X||—>0

noteaza:

R(x)=F()+ kX e ()] (10.14)

se poate arata ca:

1. 3 xx care minimizeaza P(x)

Py continud, P,(X)>F(X) = | 1ﬁm B(x)=0 = 3 Xk care
X||—>00

minimizeaza P, pe R".

2. Sirul {Pk(;k )} este crescator si marginit superior de valoarea
optima a lui F pe domeniul solutiilor admisibile.

Pentru a demonstra aceasta proprietate se scrie ca:

Pk(;k): m}i?I}B{(X)S Pk(;kn)= F(Xk+l)+ ki[g;(;kn)]z <
xe i1

< F(;k+l)+ (k + l)i I:g;—(;kﬂ)]z = Pk+1(;k+l)
i=1
deci sirul este crescator.

Fie x care verifica toate restrictiile g, deci g, (x)z 0; din modul

de definire al lui x « rezulta ca:
(— m 2
P (v )< F(x)+ k3 [er () vxer (10.15)
i=1

prin particularizare pentru x solutie admisibila:

P )< F(x) (10.16)

deci:



Pk(;k)ﬁinf{F(xXgi(x)SO i=Tm| (10.17)

Dar, valoarea din partea dreaptad a inegalitatii reprezintd tocmai

valoarea optimi a functiei F, notatd F .
3, gij?o:jl[g;(}k)]z -0
Fie » un minorant al lui F pe R"; atunci:
r+k§[g;(;k)]2 gp(;k)%i[g;(;k)]z <p(w)<F

de unde rezulta:

0<3 e )] <=~ (10.18)
Deci, atunci cand k — o

Yle(w )] >0 (10.19)

4. Sirul {;ck} este marginit §i orice subsir convergent converge la
solutia problemei de optimizare initiale
Daca “;k, H — oo atunci , &imP()_ck, )= +oo deoarece | 1ﬁm F (x) =]
—®© X||—>o0

dar, tinand cont ca:

Flxy )< B, (v, )< F (10.20)

rezulta ca acest lucru nu este posibil, deci {Xk] } este marginit.



Consideram jxy, } convergent: xi, — x

g ()= tim{g; (i, ) =0 wi=Tm (10.21)

deci x verificd restrictiile impuse n problema initiala.

Pe de alta parte:

Fley )< P (v, )<F (10.22)

deci si:

Flx)<F (10.23)

Dar cum, pe domeniul solutiilor admisibile, F este valoarea
minima, rezulta ca:

Flx)=F (10.24)
deci x este tocmai solutia optima pentru problema initiala.
m ~ 2
. N B
5. ]}%k;[gi (Xk)] =0

Presupunem ca limita acestui sir este pozitiva, deci existd un
subsir g, ( $1 un numar o>0 astfel incat:

3le e | > @ (10.25)

i=1

pentru orice /.

Tinand cont de modul de definire al lui P va rezulta:



£, (}k, )— F (}k, )= ké[gﬁ (Ekl )]2 >a (10.26)

Deoarece s-a presupus acest subsir convergent, rezultd ca limita
lui este tocmai solutia optima a problemei, deci:

F-Flx, )2 B, ()~ Fley )2 >0 (10.27)
Pe de alta parte, cand [ — o :
Fla, )»>F (10.28)

deci:

F—Flu, )0 (10.29)

ceea ce reprezintd o contradictie.

6. Daci F, gy,..., g, sunt convexe si diferentiabile atunci functiile
Py rezulta convexe si diferentiabile.

2
giconvexe = g, convexe = [g;'] convexe

Deci P, convexe ca suma de functii convexe.

Un rationament asemandtor conduce la concluzia ca Py sunt §i
diferentiabile.

In acest caz, conditia de minim pentru P; se scrie:

VF (e )+ Zngl (e g, (v )= 0 (10.30)

relatie care permite determinarea lui x .



