Metoda gradientului proiectat (metoda Rosen)

In cazul problemelor de optimizare convexe ale ciror restrictii
sunt liniare se poate folosi metoda gradientului proiectat. In principiu,
aceastd metoda poate fi folosita si pentru cazul restrictiilor neliniare dar
eficacitatea sa este redusd conducand la pasi de deplasare foarte mici pe
frontiera domeniului.

Particularitatile acestei metode constau in modul in care se
stabileste directia de deplasare din punctul curent:

a. in interiorul domeniului generat de restrictii directia de
deplasare va fi antigradientul functiei (pentru problemele de
minim);

b. atunci cand aproximarea curentd a solutiei optimale se gaseste
pe frontiera domeniului se utilizeaza ca directie de deplasare
pentru imbunatatirea solutiei proiectia antigradientului pe
frontiera.

In plus, aceasti metoda are avantajul de folosi conditiile Karush-
Kuhn-Tucher atdt pentru a genera noi directii de deplasare cat si in
calitate de criteriu de oprire a iteratiilor in punctul de optim.

Consideram urmatoarea problema de optimizare:

min F' (x)
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Sub forma matriceald sistemul de restrictii poate fi scris ca:
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a; — vectorul linie al coeficientilor restrictiei i.



Conditia ca domeniul solutiilor admisibile sa fie limitat in R" este

can<m-—1.

Intr-un punct oarecare din R" restrictiile pot fi active sau inactive.

Se numesc restrictii active intr-un punct acele restrictii p care, n
acest punct, sunt verificate ca egalitate:

gp(x)zZ}ap/.—bsz (9.4)
J=

Se numesc restrictii inactive intr-un punct acele restrictii » care,
in acest punct, sunt verificate ca inegalitate:

g,(x)=Ya,-b <0 (9.5)
j=r

Referitor la liniile matricei 4 merita subliniatd semnificatia din
punct de vedere matematic al acestora. Astfel, considerand o restrictie
activd in punctul x, deoarece aceasta este liniard, gradientul sdu este
constant si egal cu:

ox, Oox, Ox

(9.6)
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deci linia i a matricei 4 (sau a;) reprezintd tocmai gradientul transpus al
restrictiei i (sau normala la hiperplanul reprezentat de ecuatia

gi(x)z 0).

In R" pot exista mai multe pozitii posibile ale punctului curent si,
in functie de aceasta, mai multe moduri de determinare a directiei de
deplasare spre punctul urmator:

a. Punctul curent se gaseste intr-un varf sau pe o muchie a
poliedrului solutiilor admisibile.



b. Punctul curent se giseste pe una dintre fetele acestui poliedru.

c. Punctul curent se géseste in interiorul domeniului solutiilor
admisibile. in acest caz, de exemplu punctul ¥' din figura 9.1,
se foloseste ca directie de deplasare antigradientul —VF (x)

(eventual normalizat), pana se atinge punctul ¥’ '1, caz in care
se regdseste una dintre cele doua situatii anterioare.

Se considera ca la pasul k& aproximatia curentd a solutiei optimale
este x; si ca acest punct se gaseste la intersectia a ¢ hiperplane de
frontierd (ecuatiile corespunzatoare acestor hiperplane reprezentand
restrictiile active). Se noteaza cu /* multimea indicilor restrictiilor active
in acest punct:

g,=0) card(I*)=q 9.7)

1 ={j

si cu 4, matricea obtinutd din A4 prin pastrarea doar a liniilor ai caror
indici apar in I*.
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Fig.9.1 Directia de deplasare in functie de pozitia punctului curent

Se pune problema de a se gasi acea directie de deplasare din
punctul x* de-a lungul cireia functia obiectiv scade cel mai repede si



care pastreaza punctul urmator in interiorul sau pe frontiera domeniului
solutiilor admisibile.

In acest scop se imparte spatiul R"in doua subspatii ortogonale.

Pentru aceasta se folosesc definitiile multimilor afine si
subspatiilor paralele cu multimi afine.

O multime M < R" se numeste multime afina daca:

Vx' x"eM =>u'+(1-t)x"eM VteR (9.8)

Def. Fie L,R — R" doud multimi afine. L este paraleld cu M daca

existd a € R" astfel Incat
M=L+a 9.9)

Tr. Orice multime afind nenula M c R" este paraleld cu un singur
subspatiu L — R" care este:

L=M-M={zeR"[3x,yeM aiz=x—y} (9.10)

Se va presupune in continuare cd matricea 4, a coeficientilor
restrictiilor active este formata din vectori a; liniar independenti.

Tinand cont de aceste definitii si ipoteze se pot defini urmatoarele
subspatii:
a) un subspatiu D definit ca subspatiul paralel cu multimea
afina D' a punctelor de intersectie a hiperplanelor care reprezintd
conditiile active in punctul curent:

D'={xeRax—b =0,iel*} ©.11)

Acest subspatiu are dimensiune n-r. Dacd n=r subspatiul D
reprezinta subspatiul format doar din elementul nul al lui R".



b) subspatiul D" care reprezinti complementul ortogonal al lui
D si este tocmai subspatiul generat de vectorii linie din 4,

Prin definirea acestor subspatii, orice vector din R" poate fi
reprezentat Tn mod unic sub forma:

x=x,+x, cux,eD,x, 6 D" (9.12)

Vectorii xjsi x, . se numesc proiectiile vectorului x pe cele
doua subspatii.

Directia de deplasare care permite simultan apropierea de optim si
mentinerea in domeniul de admisibilitate va corespunde proiectiei
antigradientului pe subspatiul D si poate fi determinata ca:

d® =—P VF(x¥) (9.13)
in care P, se numeste matrice de proiectie si este egald cu:
1
B =lr-a7(a,47) " 4, | (9.14)

In conditiile in care restrictiilor active le corespund vectori a;
liniar independenti se poate arata cd expresia matricei de proiectie este

corectd (matricea AquT este nesingulara).

Dupa cum se poate observa, in cazul punctelor din interiorul
domeniului de admisibilitate, deoarece nici o restrictie nu este activa
(4,=0), va rezulta P,=I si se obtine ca directic de deplasare
antigradientul. Din aceastd cauza, se poate considera ca relatiile
anterioare reprezintd metoda generalda de determinare a directiei de
deplasare, indiferent de pozitia punctului curent.

Conditii de optim

Ca pentru toate metodele iterative, odata atins un punct trebuie
verificat dacd acesta este un punct de optim (caz in care algoritmul se
opreste) sau nu (caz in care se determina o noud directie de deplasare).



Aceste conditii sunt diferite dupd cum punctul curent se gaseste in
interiorul sau pe frontiera domeniului de admisibilitate.

a. Conditii de optim in interiorul domeniului de admisibilitate.

In acest caz restrictiile nu influenteaza conditiile de optim acestea
fiind aceleasi ca in cazul programarii fara restrictii:

VE(x®)=0
vzgx(g)w ©.15)

b. Conditii de optim pe frontiera domeniului de admisibilitate

Atunci cand In punctul curent existd restrictii active conditiile
necesare si suficiente ca punctul curent si fie punct de optim rezulta
prin particularizarea conditiilor Karush-Kuhn-Tucker. Pornind de la:

~VF(x®)=4"-2 (9.16)
rezultd, sub forma vectoriala:

VF(xW)=-Y4.a, (9.17)

Jjel,

Deci, gradientul functiei obiectiv poate fi scrisa ca o combinatie
liniard ai gradientilor functiilor active, ceea ce este echivalent cu a spune
ca gradientul functiei obiectiv apartine subspatiului generat de cei g
vectori linie liniar independenti din 4 ai cdror indici apar in ;. In aceste
conditii proiectia vectorului gradient pe subspatiul ortogonal pe acesta
trebuie sa fie nula:

PVF(x¥)=0 (9.18)

Conditia suficienta se obtine pornind tot de la (9.16) tinand cont
ca acele componentele Iui A corespunzatoare restrictiilor active trebuie
sa fie nenegative (pentru forma problemei de optimizare consideratd) iar
componentele corespunzatoare restrictiilor inactive trebuie sa fie nule.
In aceste conditii (9.16) devine:



~VF(x")=4"2, (9.19)

in care /4, reprezintd vectorul obtinut din A pastrand doar componentele
corespunzatoare restrictiilor active.

Prin inmultire la stinga cu 4, rezulta:

A, (~VF(xW)=4,4" -2, (9.20)

sau, tindnd cont ca AquT este o0 matrice nesingulara:

(4,47)" 4, (-VF(x))= 2, 9.21)
De aici rezultd forma conditiei suficiente:
(4,47 4 - vF(Y)= 0 9.22)

deoarece componentele lui 4, nu pot fi negative.
In consecinta, poate fi enuntatd urmatoarea teorema:

Tr. O solutie admisibild situatd la intersectia a ¢ hiperplane
frontiera liniar independente este solutie a problemei de programare
(9.1) daca si numai daca sunt indeplinite conditiile:

PVF(x")=0 023
(4,47 )" 4, VF(x")<0 023

Utilizarea conditiilor Karush-Kuhn-Tucker
pentru determinarea unei noi solutii admisibile

In anumite cazuri se poate ajunge In situatia in care conditia
necesard este Indeplinitd (deci noua directie de deplasare din punctul
curent este nuld) dar conditia suficienta nu  deoarece

(A AL )_l A, (— VF (x" )) mai are componente negative.



Deci, pentru continuarea procesului de optimizare se impune
determinarea unei noi directii de deplasare.

Rosen si Jacoby au propus eliminarea din matricea 4, a liniilor
corespunzatoare conditiilor active carora le corespund valori negative
ale multiplicatorilor lui Lagrange, deci componente negative 1in

(4,47)" 4, (-VF()).

Folosind aceastd matrice modificata se poate determina o noua
matrice proiectie si, In continuare, o noud directie de deplasare.

Utilizarea practica a ardtat cd aceastd metodd poate conduce la
marirea numdrului de iteratii, rezultate mai bune obtindndu-se prin
eliminarea din matricea 4, a unei singure linii, $i anume cea cdreia ii
corespunde cea mai micd componentd (negativd) a lui

(A A7 )_1 4, (— VF (xk )) In acest fel se obtine matricea 4,.,.

Algoritmul metodei gradientului proiectat
Exista doua metode de a demara acest algoritm:

-pornirea dintr-un punct interior domeniului solutiilor admisibile
si folosirea antigradientului ca directiec de deplasare pana la atingerea
unui punct de pe frontiera, dupa care se trece la folosirea metodei
gradientului proiectat;

-initializarea algoritmului cu un punct situat pe frontiera si anume
la intersectia a unui numar de hiperplane din sistemul de restrictii.

In continuare se va considera ca se cunoaste deja un punct de pe
frontiera domeniului de admisibilitate.

Trebuie subliniat faptul cad, odatd determinatd o directie de
deplasare, se va verifica dacd pasul de deplasare care va fi folosit nu
conduce la incélcarea unei alte restrictii.

Pentru aceasta se observd ca incdlcarea unei restrictii impune
realizarea intersectiei cu unul dintre hiperplanurile ale caror indice nu
apare in /*:



0=ax—b,=a,(x" +u,, d")-b, = (9.24)

= ai'x(k) _bi + at‘/’lmaxd(k)

cu solutia:

M. =min F (X(k))

mi i\ :m, H; >0 (925)
J b

care reprezintd cea mai mare valoare a lui u care nu conduce la
incélcarea unei alte restrictii.

Pasul de deplasare efectiv folosit trebuie sa indeplineasca
conditia:

HE (9.26)

Valoarea optima a pasului de deplasare poate fi obtinutd din
conditia:

() ()
M:Q (9.27)
du

Deoarece gasirea acestui minim este dificil de obtinut, Rosen
propune inlocuirea solutiei exacte prin radicina unei ecuatii de gradul
intdi care se obtine prin interpolarea liniarda a derivatei din ecuatia
anterioara.

Astfel, se determina VF (x(")+,umaxd (")) si se verifica semnul
acestuia:

a. daca VF (x(k Vv d® )S Oatunci  functia F  este
descrescatoare in raport cu x pe intervalul [0z, ] si atunci:

. 0.28)



b. daca VF(x" 4, d")>0 atunci minimul functiei este
atinsi undeva in intervalul [0,s,, ], valoarea aproximativa fiind
obtinutd prin metoda coardei:

<d JVF (x(k))>
(a,vF()-vERE0) e

1~ (9.29)

Probleme
1. Demonstratie matrice de proiectie
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SPATII AFINE

1. Spatiu afin asociat unui spatiu vectorial real
Fie 7 un spatiu vectorial de dimensiune finitd peste corpul R si o

multime nevida de puncte M = {A, B,C,.. }

Def: Structura afina
Se numeste structurd afind pe multimea M , asociatd spatiului vectorial
V, aplicatia ¢ : M x M — V care verifica urmatoarele conditii:

)V ABCeM ¢(4,B)+¢(B,C)=0p(4,C)
il) V. OeM fixat, aplicatia ¢, : M —V prin ¢, (A): (p(O,A)

este bijectiva.
Multimea M inzestrata cu o structura afina se numeste spatiu afin.

Obs:
1. Elementele lui M se numesc puncte iar multimea acestor puncte
se numeste spatiu baza a spatiului afin.
2.Daca spatiul V are dimensiunea n atunci M este spatiu afin »n-
dimensional notat M"
3.Elementele Iui V' se numesc vectori directori (cu exceptia
vectorului nul) iar V' se numeste spatiu director al spatiului afin.
Elementele fundamentale ale unui spatiu afin sunt punctele si vectorii.
Imaginile perechilor de puncte, distincte sau nu, prin aplicatia structura
afina ¢ sunt vectori din V:

i) (o(A, B) = v unde 4 este originea iar B este extremitatea lui v
i) (B, A)=—v
iii) i) @(4,4)=0



	Fig.9.1 Direcţia de deplasare în funcţie de poziţia punctului curent

