3. PROBLEME DE PROGRAMARE LINIARA
DE DIMENSIUNI MARI

Una dintre cauzele care creeaza dificultiti in rezolvarea
problemelor de optimizare reale este dimensiunea acestora. In
programarea matematicd, marimea unei probleme este o chestiune
relativa, depinzdnd de multi parametri cum ar fi numérul de variabile si
numarul de restrictii sau complexitatea expresiilor functiei obiectiv si a
restrictiilor.

Din fericire, marea majoritate a problemelor de optimizare mari au
o structura particulara care se traduce prin:
e existenta unui numar mic de parametri numerici nenuli;
e gruparea elementelor nenule in blocuri diagonale;
e numar foarte mare de variabile si relativ putine restrictii sau
invers, multe restrictii i putine variabile.

Formularea unei probleme de optimizare si implementarea
acesteia sub forma unei aplicatii software este o sarcind imposibila
pentru problemele de dimensiune mare daca nu au o structura speciala.
Astfel, in cazul unui program liniar cu 10" variabile si 10’ restrictii,
matricea coeficientilor restrictiilor ar avea 10’ elemente. Daca
majoritatea acestora sunt nenule, introducerea lor de la tastaturd este
imposibil de realizat chiar pentru un numar mare de operatori.

3.1.Clasificarea metodelor de rezolvare
a programelor liniare mari

In principiu metodele de rezolvare a programelor mari se impart n
doua categorii:

a. metode directe, care particularizeazd o procedurd generald
adaptand-o la specificul unei anumite clase de probleme de optimizare
reprezentat printr-o forma particulara .

Astfel, In cazul algoritmului simplex principala problema de calcul
o constituie obtinerea inversei bazei curente. In cazul unei structuri
particulare este posibil ca dimensiunea acestei matrici sd se reduca
semnificativ.

Daca se considera un program liniar cu variabile marginite
superior:
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maszjZ:;cjxj

Zai/.x/ =b, i=1,.,m (3.1)
=

0<x,<u, j=l..,n

Abordarea clasica presupunea transformarea conditiilor de limitare
superioara in egalitati:

maszZ”:c/.x/.
=
;aijxj =b, i=1,..m (3.2)

X, +x,,=u; j=lL.,n
x, 20 j=1..2n

care are ca rezultat un program cu m+n restrictii si 2n variabile, ale carui
baze erau matrici de ordinul m+n. Forma particulard a restrictiilor de
limitare superioard a putut fi exploatatd eficient intr-o particularizare a
algoritmului simplex in care inversa bazei curente are dimensiunea egala
cu numarul m al restrictiilor initiale.

b. metode indirecte, bazate pe descompunerea problemei mari in
subprobleme mai mici, interconectate. Subproblemele pot fi rezolvate
independent si simultan (daca este posibil). Este necesar sa existe un
mecanism de coordonare, sub forma unei probleme particulare. Astfel,
rezolvarea problemei originale mari se face la doud niveluri:

e la primul nivel - inferior - se rezolva subproblemele in care a
fost descompusd problema initiald; solutiile obtinute sunt
transmise catre nivelul urmator ;

e la al doilea nivel - superior - care analizeaza aceste rezultate si
transmite nivelului inferior noi parametri prin care se modifica
subproblemele.

La primul nivel se face reoptimizarea problemelor iar noile
rezultate sunt trimise nivelului superior care le analizeaza s.a.m.d. Acest
proces iterativ este convergent in sensul cid intr-un numar finit de pasi
(transferuri de parametri si rezultate intre cele doua niveluri), nivelul
coordonator stabileste solutia optima.
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3.2. Descompunerea in programarea liniara

Se considera un program liniar in forma standard:

maxF =c’x
(P Ax=h (3.3)
x>0

In continuare se va incerca rezolvarea problemei prin
descompunerea sa in mai multe subprobleme mai mici, a caror rezolvare
este intercorelata. Pentru aceasta se imparte sistemul Ax=>b al restrictiilor
(care are mai multe necunoscute decit ecuatii) in doua sisteme mai mici:

e sistemul format din primele m, (m;<m ) restrictii: Mx=p ;

e sistemul format din cele my=m - m, restrictii raimase: Nx=q.

Este cunoscut faptul ca multimea solutiilor admisibile ale
sistemului liniar Mx=p: D ={x € R" | Mx = p , x > 0} este un domeniu
poliedral (o intersectie finitd de semispatii din R") care are un numar finit
de varfuri v'*,...,". Aceste varfuri reprezintd solutiile admisibile de
baza ale sistemului MX = p. In continuare se va presupune ci D este
marginit (ipoteza care este indeplinitd in majoritatea cazurilor practice).
In aceste conditii orice punct al domeniului poliedral D poate fi scris ca o
combinatie convexa a varfurilor domeniului:

(VxeD 34,204,204 20; A +4,+.44 =1
al x=Av' +Av’ +..+A

Inlocuind x=>4,v* in sistemul Nx = ¢ si in functia
k=1

. . T .
obiectiv ' = ¢'x se obtine:

Nx = q—)ixlk (MW*)=gq
k=1

, (3.4)
F=c"x>F=)2,(c"V")
k=1
Cu notatiile:
O =MW", y,=cV k=1,.,s (3.5)
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se obtine urmatorul program liniar echivalent cu programul (P):
maxF =Yy, 4,
k=1

Py & (3.6)
s /1 ‘ _

; 0" =¢

4,20 k=l,.s

care are ca variabile scalarii A,,4,,...,4,. Dacd (4, ,k=1,..,5) este o

solutie optimd a programului (PM) atunci x =Z/I:v" este o solutie
k=1

optima a programului original (P).

Programul (PM) se numeste program coordonator (program
master) si are urmatoarele proprietati:

e are mai putine restrictii decat (P): doar m,+1 fata de m=m;+m,;

e are in general un numar foarte mare de variabile, cite una
pentru fiecare varf al domeniului D;

e rezolvarea programului (PM) necesitd - cel putin la prima
vedere - cunoasterea varfurilor v',»%,...,V* fara de care nu se pot
evalua colanele Q' si scalarii V15V 2ses ¥, Determinarea

apriorica a tuturor varfurilor Vi, 00 este o sarcind dificila.

Din fericire, asa cum se va vedea in continuare, rezolvarea
programului (PM) nu necesitd cunoasterea aprioricd a tuturor varfurilor
v'W2,...V". Pe parcursul aplicirii algoritmului simplex acestui program,
varfurile domeniului D, absolut necesare in optimizare, vor fi obtinute

prin rezolvarea unor programe liniare de forma:
= _ (T T
maxF =(c’ —u N)x

PU) Mx=p (3.7)
x>0

in care u este un vector ale carui componente se stabilesc si se modifica
in functie de stadiul rezolvarii programului (PM).
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Rezolvarea programului original (P) s-a redus la:
e rezolvarea programului coordonator (PM);
e rezolvarea mai multor probleme de forma P(u)

toate de dimensiuni mai mici decat cele ale programului (P).

Nivelul 2
Programul coordonator (PM)
transmite solutia optima transmite vectorul de parametri
care este un varf al u dacd nu s-a gasit solutia
domeniului D optima a programului (PM)

Nivelul 1

Programul subordonat P(u)

Figura 3.1 Principiul metodei descompunerii

Cele expuse mai sus constituie esenta principiului de
descompunere Dantzig — Wolfe care poate fi folosit atunci cénd
programul (P) are un numar foarte mare de restrictii. Avantajele
descompunerii sunt mai importante daca M are o structura diagonala:

M 2 0
M= . (3.8)

0

in care M'M,..,M sunt matrici de diferite dimensiuni. Pentru
simplificarea expunerii se va presupune ci M are doar doua blocuri M' si
M?, deci programul (P) poate fi partitionat astfel:

A b c x
M 0 P 1 1
M 2 2P ¢ X
0 M p (3.9)
N N N q ¢ X
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Programul (P) are deci forma:

max F = (cl )Txl + (02 )T x?

maxF =c"x M'x'=p'
(P)d Ax=b o M =p (3.10)
x>0 N'x'+N*x* =¢q

x'>20,x*>0

Se observa ca problema P(u«) se descompune in doud subprobleme
independente (care pot fi rezolvate simultan):

max F =((c1)T —uTNl)x1
Pw)<M'x' =p' (3.11)
x'>0

max F, = ((c2 )T —u"N? }'2

P,(u)<M?*x*=p, (3.12)
x>0

Schema de rezolvare a programului (P) din figura 3.1 devine:

Nivel 2 Programul coordonator (PM)

SN
/ / solutii optime \ \

Nivel 1| Subproblema P;(u) Subproblema P, ()

Figura 3.2 Metoda descompunerii pentru restrictii cu structura diagonala
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3.3. Interpretarea principiului de descompunere

Se considera o economie cu mai multi agenti, fiecare dintre acestia
desfasurand un numar de activitati de pe urma carora obtin un anumit
venit. Pentru desfasurarea acestor activitatilor ei utilizeaza anumite
resurse disponibile in cantitati limitate. Obiectivul fiecarui agent este
maximizarea venitului propriu.

Daca fiecare agent ar detine controlul asupra tuturor resurselor
necesare lui atunci maximizarea venitului la scara intregii economii s-ar
reduce la maximizarea venitului fiecirui agent in parte. In realitate
fiecare agent detine controlul asupra anumitor resurse numite resurse
specifice: capacitdti proprii de productie, forta de muncd angajata,
resurse financiare proprii, unele materii prime utilizate in exclusivitate.

Pe langa resursele specifice, fiecare agent utilizeaza si alte resurse
care nu sunt la dispozitia sa exclusivd, denumite resurse comune; aceste
resurse sunt procurate de pe piatd, la concurentd cu ceilalti agenti,
datorita faptului ca sunt disponibile in cantitati limitate.

In acest context, problema principiald care se pune este de a stabili
cum vor fi repartizate resursele comune intre agenti astfel incat, la scara
intregii economii, venitul sd fie maxim.

Intr-o economie centralizati, repartizarea resurselor comune este
facuta de stat care indica fiecarui agent ce si cat sa produca.

Se pune problema repartizarii resurselor comune intr-o economie
descentralizatd in care autoritatea centrald nu mai detine controlul asupra
actiunilor agentilor.

Pentru ilustrarea principiului metodei se va analiza cazul ideal al

unei economii liniare, caracterizate prin urmatoarele ipoteze:

e pentru fiecare activitate, consumurile de resurse si venitul sunt
direct proportionale cu nivelul la care este desfasuratd
activitatea,

e nivelul de desfasurare al unei activitati poate fi reprezentat de
orice numar real nenegativ;

e veniturile agentilor nu se conditioneaza reciproc si sunt egale
cu suma veniturilor activitatilor desfasurate de fiecare. Venitul
la scara intregii economii este suma veniturilor agentilor.
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Pentru simplitate, in continuare se va considera ca in economia
studiata existd numai doi agenti.

Se folosesc notatiile:

x', x* - vectorii programelor de productie ale celor doi agenti;

p', p* - vectorii cantitatilor disponibile din resursele specifice;

M', M? - matricile consumurilor unitare de resurse specifice;

N', N* - matricile consumurilor unitare din resursele comune;

O - vectorul cantitatilor disponibile de resurse comune;

c', ¢® - vectorii veniturilor unitare corespunzitoare activititilor

desfasurate de cei doi agenti.

Evident, nivelele de operare ale activitatilor agentilor sunt
conditionate de cantitatile disponibile de resurse specifice:

M'x' <p' Mx* < p? (3.13)
si in plus:
x'>0 x>0 (3.14)

Vectorii x', x* care satisfac relatiile (3.13) - (3.14) se vor numi
programe posibile de activitate.

Un cuplu de programe posibile (x', x*) devine realizabil numai
daca necesarul de resurse comune se incadreaza in disponibilul dat adica:

N'x'+ Nx*<gq (3.15)
Venitul total pe sistem are expresia:
F=(c")x"+(H¥* (3.16)
Reunind (3.13) — (3.16) obtinem programul liniar:
max F = (c1 )T x'+ (cz )T x’
M'x' <p'
(P M*x*<p® (3.17)

N'x'+N?x*<gq
x'>0,x*20
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Acesta modeleaza problema repartizarii atat a resurselor specifice
fiecarui agent car si a resurselor comune in vederea maximizarii
venitului pe intreaga economie.

Observam ca matricea programului are structura bloc diagonald cu
restrictii de cuplare, identica cu structura pe care s-a prezentat principiul
de descompunere Dantzig - Wolfe.

Din punct de vedere formal, problema repartizarii resurselor
comune Iintr-o economie descentralizatd Inseamnd rezolvarea
programului (P) prin care se urmdreste maximizarea venitului pe
ansamblul economiei in conditiile in care nici agentii nici autoritatea
centrala nu au informatii complete asupra acestuia.

Astfel:

- agentul 1 controleaza (cunoaste) pl, M, N,
- agentul 2 controleaza (cunoaste) pz, M, N, &,
- autoritatea centrald controleaza (cunoaste) g.

Maximizarea venitului fiecarui agent, tinand seama numai de
resursele sale specifice, revine formal la rezolvarea programelor:

maxF, =(c') '
(P)yM'x" < p'
x'20
max F, =(c*)' x 19
(P)yM*x* < p?
x*20

dar nu rezolva problema repartizarii resurselor comune deoarece, daca

x si X sunt solutiile optime ale programelor (3.18), este posibil ca:
N'x +N?x >¢q (3.19)

In continuare se arata - in principiu - cum poate fi rezolvat
programul (P) din (3.17) 1n situatia in care nici autoritatea centrala si nici
agentii nu detin informatii complete asupra programului.
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Se presupune ca:

e Intre autoritatea centrald si agenti existd o cooperare In sensul
unui schimb de informatii privind intentiile de actiune: fiecare
agent transmite autoritatii centrale programul sdu de productie
pe care il considera optim;

e autoritatea centrala 1si asuma rolul de arbitru in sensul ca ea
stabileste un sistem de preturi pe resursele comune iar agentii
iau aceste preturi ca impuse §i isi diminueaza veniturile cu
valoarea resurselor comune pe care le solicitd, fiindu-le
necesare pentru desfagurarea activitatii proprii. Fie u vectorul
care are ca elemente aceste preturi.

Tinand cont de considerentele anterioare rezulta ca:

- agentul 1, pentru sustinerea unui program posibil x' (M'x' < p',
x' > 0), va trebui si suporte costurile suplimentare u'N'x' astfel ci
venitul sau real va fi:

F, =(c')Tx'—uTN'x' =((c')T —uTN')x' (3.20)

- analog, venitul real al agentului 2, rezultat din programul posibil
X (A*X <b, X 20), va fi:

F, =(cz)Tx2 —u"N*x? =((02)T —uTNZ)x2 (3.21)

Maximizarea acestor venituri nete Inseamnd rezolvarea
programelor modificate:

max F, =((c‘)T —uTNl)x1
PUNM'x' < p! (3.22)
x'20

max F, = ((CZ)T —uTNQ)x2

P U M?x* < p? (3.23)
x2>0

Agentii comunica autoritatii centrale propunerile optimale din
punctul lor de vedere X' si X*.
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In principiu, autoritatea centrala analizeazi oportunitatea ludrii in
considerare a acestor propuneri pentru maximizarea venitului pe
economie si poate decide modificarea sistemului de preturi, marind
preturile resurselor comune solicitate. Noile preturi sunt comunicate
agentilor; acestia vor cauta noi solutii care sa le maximizeze veniturile
nete n noile conditii.

Evident, prin cresterea preturilor la anumite resurse comune (in
special la cele pentru care se depaseste disponibilul), cererile din aceste
resurse vor fi reduse. Formal, cele spuse inseamna reluarea programelor
Py(u), P»(u) cu u modificat.

Important este ca Intr-un numar finit de asemenea schimburi de
informatii intre agenti si autoritatea centrald, vor rezulta solutiile x" si
x> care maximizeaza venitul total pe economie. in general, x™ si x> nu
coincid cu una sau alta dintre propunerile agentilor (propuneri facute in
cadrul dialogului sus amintit) ci sunt combinatii convexe ale acestora.
Tot odatd va rezulta si un sistem u" de preturi pe resursele comune in
raport cu care x" si x*maximizeaza veniturile nete individuale ale
agentilor. Spunem ci tripletul (x", x> ,u") reprezinta un echilibru pentru
economia (liniard) considerata.

Dialogul dintre autoritatea centrald si agenti poate fi reprezentat
astfel:

Nivel 1 Autoritatea centrala
Propuneri A Propuneri
i programe u programe )
x activitate activitate X

Preturi pe

Nivel 2 resursele comune

Fig. 2.3 Gasirea solutiei optime intr-o economie descentralizatd
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3.4. Algoritmul de descompunere Dantzig - Wolfe

Se admite pentru moment cd sunt cunoscute toate constantele
programului (PM) din (3.6). Vom aplica acestui program versiunea

revizuitd a algoritmului simplex.
Daca se presupune cunoscutd o baza admisibila se poate imparti

vectorul A al variabilelor in raport cu aceasta baza sub forma:

’ﬂ (3.24)

[

unde A% este vectorul variabilelor din baza iar A® al celor secundare.

Solutia A asociata acestei baze va avea forma:

2B _ p-l 1
h H (3.25)

— | a5
ﬁ,:[/TR} cu B q
A =0

Baza fiind presupusd admisibild, rezultd ca A”are numai

componente nenegative.
Fie ' =(7/B)TB’1 vectorul multiplicatorilor simplex asociati

bazei considerate (/’ este vectorul format din coeficientii y ai

variabilelor 4 din A%)
Valoarea functiei obiectiv F in solutia de baza 4 va fi:

(3.26)

Elementele numerice B, 1% ,F si x pot fi reunite intr-un tabel

numit tabel simplex redus de forma urmatoare:
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ﬂB ZB B—l
(3.28)

F|F 7

Vectorul multiplicatorilor simplex =z poate fi partitionat ca:
= (720] cu 7 fiind notata prima componenta iar «# cuprinzandu-le pe
celelalte.

Testarea optimalitatii solutiei admisibile curente A necesita
calcularea costurilor reduse:

| 4l 1
V=7 {Qk}—n =[7,.u ]{Qk}—n =
=m,+u' Q" —y, =7, +u" Nv* —=c™v* = (3.29)
=z, —(c"=u"NW* k=1..,s
Dupa cum se stie, daca y, 20 £k =1,...,s atunci A este 0 solutie
optima a programului (PM).

Pentru a vedea daca se Intdmplad acest lucru este suficient sa se
evalueze:

""" 3.30
:7Z'O—£I:11.’:]:)’§(CT —u" Nw* (3-30)

Se observa ca max(cT —u" N)v*este valoarea maxima a functiei
=1,..,s
liniare F =(c¢" —u" N)x pe varfurile multimii poliedrale marginite D .

Evaluarea acestui maxim nu necesitd cunoasterea aprioricd a
A . 1 . . o ..
varfurilor v',...,", fiind suficient sa se rezolve programul liniar:
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max F = (¢ —u” N)x
Pu)yMx=p (3.31)
x>0

Fiev o solutie optima a programului P(u) si F* valoarea functiei
obiectiv F in v’ (v" fiind unul din vérfurile domeniului D). in aceste
conditii se poate scrie:

Fr =(c"—u"Nyw" =£1:113x(cT —u" N)yv* (3.32)

astfel ca:

miny, =7z, - F
k=1,..,s

*

(3.33)

Daci ,—F*>0 (de faptz, — F* =0) atunci solutia 4 este
optima, ceea ce permite gasirea solutiei optime a problemei initiale sub
forma x" =) Av'suma fiind facutd pentru toate componentele Z

nenule si varfurile lui D corespunzatoare acestor componente.
a F* 3 * * * * .
Daca 7, —F <0 se calculeazdi Q = Nv , y"=c"v" si se

_ 1
introduce in baza curenta coloana {Q} .

1
« . -1 e
Dupa evaluarea coloanei B { . | se determina coloana care

paraseste baza actuald §i se pivoteazd tabelul simplex redus curent,
intrAndu-se intr-o noua iteratie.

Din descrierea facuta rezultd cd ameliorarea solutiei admisibile de
bazi A - presupusi dati - nu a necesitat cunoasterea de la inceput a
tuturor varfurilor domeniului  D; varful necesar in procesul de
optimizare s-a obtinut rezolvand un program liniar de forma P(«) cu un
vector u adecvat.
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Exemplu Se considerda o economie liniard descentralizatd in
cadrul careia doi agenti desfigoard cate o activitate. Fie x; si x
intensitatile celor doud activititi (de exemplu productiile realizate).
Resursele specifice controlate de fiecare din cei doi agenti limiteaza
intensitatile activitatilor dupa cum urmeaza: x; <4, x, <3

Sustinerea activitatilor necesitd doua resurse comune caror
disponibil este limitat si controlat de o autoritate centrald. Pentru o
intensitate egald cu unitatea, vectorii consumurilor din cele doua resurse

2

J pentru a doua. Vectorul

2 . .. .3
comune sunt: pentru prima activitate §1

cantitdtilor disponibile din resursele comune este B} .

Veniturile unitare obtinute in urma celor doua activitati, exprimate
in unitati monetare, sunt de 7 pentru prima activitate si de 6 pentru cea
de a doua.

Fiecare agent cauta sa obtind un venit cat mai mare, dar ei nu detin
controlul asupra resurselor comune. Pe de altd parte, economia fiind
descentralizata, autoritatea centrald nu poate impune agentilor nivelurile
la care acestia trebuie sa desfasoare activitatile proprii.

Obiectivul urmdrit este maximizarea venitului total pe economie.

Formal, problema consta in rezolvarea programului liniar:

max f =7x, +6x,
x, £3

x, <2

9x, +15x, £45
2x, +x, <7

x,20,x,20

(P)

in situatia In care nici agentii, nici autoritatea centrald nu detin
"informatii complete" asupra programului (P).
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Solutia acestei probleme (obtinuta aplicAnd algoritmul simplex)

este :
X, = E =2.857
7
9
X, = 7 ~1,286

Dupa cum s-a vazut, rezolvarea este posibild prin cooperarea
dintre agenti si autoritatea centrala, pe baza algoritmului de
descompunere Dantzig - Wolfe.

Sistemul restrictiilor poate fi impartit in doua blocuri:

{xlﬁfﬁ < Mx<p

x, <2

9x, +15x, <45 9 15 45
< = =

{2x1+x237 © Ny<gq unde N [2 1} q [7}

Principiul de descompunere propune rezolvarea programului:

)
S, =1

k=1

¥ 2,00 <|¥
= 7

4,20 k=1,.s

in care:
O =Ww* y,=cV'=[7 6" k=L..s
unde v',...,»* sunt varfurile multimii poliedrale:

D={x=(x1,x2)|MxSp,x20}= {xz(xl,xz)|03x1 <3,0<x, S2}
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Este evidentd marginirea multimii D .
Forma matematica a acestei probleme echivalente, obtinuta tinand

A . 1_ 0 . 2 3 . 3_ 3 . 4_ 0 .
cont de varfurile v =| |, v'=| | v'=|_|[ v'= deci:
0 0 2 2

yl=c™v = [7 6][8} =0;

yi=cv? =21, yP=c"v'=33; yt=c"v'=12

respectiv:

ot ]

Q= Nv2=[267} Q' =M= {587} O*=Nv'= {320}
are forma:

max f =214, +334, +124,
A+, + A+, =1

274, +572,+304, <45
64, +81,+24, <7

A, 20 k=1,.4

cu doua varfuri ale poliedrului solutiilor admisibile ca solutii optime:

A, 0 ) (0,0476
S| A | ] 03571 2| A || 03095

2, | 7]0,5952 2, |71 0,6429

2, ) 10,0467 2, 0

O datad obtinutd solutia optima {/Ik J=1,.., s} a programului
propus, solutia optima a programului original (P) va rezulta din relatia:
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respectiv:

b

X = Ovl +0,3571v2+0’5952v3 +0,0567V4 _ [2,857:|

1,286
si:

B

x = 0,0476v" +0,3095v+0,6429y° +0v* = ﬁ;‘gﬂ

rezultand tocmai solutia problemei de programare liniara initiala.
Se aplica algoritmul simplex revizuit formei standard:

max F = i}/k/lk
k=1

S, =1
k=1

(PM)]
N ko || |45 |
;w {%}{7}

4,20 k=1.,s; »,y,20

Variabilele ecart y, , y, aratd ce cantitati din resursele comune R; ,
R, raman nefolosite.

Programul (PM) are trei restrictii §i se vede usor cd matricea sa

0 0
contine coloanele unitare | 1 | si | 0 | corespunzatoare variabilelor y; , y,.
0 1
1
Pentru o baza unitara de start ar trebui si coloana | 0 | care nu este
0

tot asa de "vizibild". S-ar putea introduce o variabild artificiald in

restrictia de convexitate » 4, =1.
k=1
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Pentru problema considerata se poate proceda mai simplu daca se

. 0 A
observa ca vectorul nul [ 0} este unul din varfurile v',..\" ale
S R . 0
domeniului D (nu intotdeauna este asa); se poate presupune ci v' = [ 0} .

. 0 . N . .
Atunci Q' = W' = {0} si y,=c¢"v'=0, in concluzie, matricea

1
programului (PM) contine coloana unitara | 0 ={ ! }

0 Q'

Astfel, pentru (PM) se dispune de baza unitard corespunzatoare
variabilelor 4;, y; si y,. Toate aceste variabile au coeficienti nuli 1n
functia obiectiv asa ca : »” =(0,0,0). In consecinti, vectorul
multiplicatorilor simplex asociati bazei unitare indicate este:

" =(y*) B =[0,0,0]

din care rezultd my, = 0 , u = [0,0]. Vectorul valorilor variabilelor
bazice are componentele:

B 1 1=21,
AP =B 45|=|45=y,
7 T=y,

Valoarea functiei obiectiv este:

Toate aceste elemente formeaza tabelul simplex redus de start:
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A 1 1 0 0
(T | » | 45 0 1 0
V2 7 0 0 1
F 0 0 0 0
Considerarea varfului v' = [8} sugereazd ca, la initierea

dialogului intre agenti si autoritatea centrala, se pleaca de la situatia in
care cele doud activitati nu se desfagoara: x; =0, x, = 0.

Valorile y, = 45 , y, = 7 aratd ca resursele R; si R, nu sunt
deocamdata solicitate.

S-a vazut ca vectorul u are semnificatia de sistem de preturi pe
resursele comune. Aceste preturi sunt stabilite de catre autoritatea
centrald §i transmise agentilor, care vor 1incerca sd-si maximizeze
veniturile platind costul resurselor comune solicitate. Propunerile de
programe de activitate sunt transmise de cei doi agenti autoritatii centrale
care incearca, pe baza lor si a propunerilor anterioare, sd construiasca o
combinatie care sd se incadreze in disponibilul limitat de resurse comune
si sd conduca la un venit total cat mai mare.

Iteratia 1 Autoritatea centrala anunta sistemul de preturi u = (0,0)
altfel spus ofera resursele comune gratuit.

Solutia poate fi gasita prin rezolvarea problemei:

max F = Tx, +6x,
<3
P(u=(0.0)4"
x, <2
x,20,x,20

care consta 1n rezolvarea de catre agenti ai programelor:

maxl?'1 =Tx, malxﬁ2 =6x,
P, (u=(0,0))¢x, <3 P,(u=(0,0))yx, <2
x, 20 x, 20

cu solutia optima evidenta:
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X =3,x=2,F"=73+6-2=33

pe care o trimit ca propunere de program de activitate autoritatii centrale;
deoarece:

7, —F*=0-33<0

solutia obtinut nu este optimd; baza curentd trebuie schimbatd prin
introducerea unei noi coloane din matricea programului (PM). Aceasta
coloana se genereaza astfel:

=3 . . . R
Vectorul [xl, 2}— notat in teorie cu v - este un alt varf al
X5 =

domeniului D , s zicem v*. Calculam:

oo {3 ] e o

1
Coloana care intra in baza va fi: {QIJ =|57].
8

Calculele uzuale ale unei iteratii din algoritmul simplex revizuit

1 B_l 1
Qz Qz

A1 10 0 | 1 1

wi| 45 |0 1 0 | 57

»| 7 10 0 1| 8 8

F| 0 |0 0 0 33 «x, - F"
A | 419 1 -157 0
A |1519] 0 157 0

= (T | » [1319] 0 -857 1
F_495/19] 0 11/19 0
T u
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Iteratia 2 Autoritatea centrald anunta noile preturi: u=(11/19, 0).

Dupa cum se vede, resursa R, este inca oferitd gratuit, deoarece
¥o =13/19 arata ca:

407 15[3] [x, =45/19
X=hvi+ay 19[0}*19{2}{%:30/19}

nu utilizeaza integral aceasta resursa. Se determina vectorul veniturilor
unitare nete:

ceoneoaiel s

Agentii vor avea de rezolvat programele:

34 Sl

11 maXF 0% 11 max F, = TR
Plu=19 ||sx, <3 Plu={19 ||yx,<2
0 leO 0 XZZO

a cérui solutie optima este:

_34 3= 102

x, =3,x;=0, ST 19

Solutia obtinutd aratd ca la costul actual al resurselor comune
agentul 1 are un venit net pozitiv, deci isi poate permite sd procure
resursele R; si R, In cantitétile necesare pentru desfasurarea activitatii
sale la nivelul maxim posibil 3.

Pentru agentul 2, resursa R; are un cost prea ridicat: oricat de mic
ar fi nivelul de desfasurare al activitatii proprii, costul resurselor R, si R,
depaseste venitul sau astfel ca decizia sa va fi sa intrerupa activitatea.

Deoarece :
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7o~ f=0-12 <0

combinatia X obtinutd din tabelul (T,) nu este optima.

. x, =3 R < -
Noua propunere a agentilor LC‘ B 0} este un alt varf, sa zicem 1’,
, =

al multimii D , care va produce coloana ce imbunatateste baza curenta:
3 9 15(]|3 27
3 _ 3 _ 3 _ . _
IR R
y,=c'v’ = [7,6]-[3} =21
In aceste conditii intra in bazi coloana:
1
1
=27
3
o2

Pivotam tabelul curent (T):

o] *lo]

L4911 157 0 | 1 1019
L1519 0 157 0 |27 919
v, [13/19] 0 -8/57 1 | 6
Fla9s/190 0 0o 0 -102/19 <7z, — F*
Al 121 [ 1 163 -521
= (Ty) || 914 | 0 121 -3/14
| 1342 | 0 -4/63 19/42
F| 1947 | 0 521  17/7
T -
T u
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Iteratia 3 Noul sistem de preturi pe resursele comune anuntat de
autoritatea centrala va fi:

u'=(521,17/7)

Veniturile unitare nete ale agentilor devin:

- N=176-| . B ﬂ ~[7.61-[7.61=[0.0]

Astfel, functia obiectiv a programului P(u = (5/21,17/7)) este
constantd: F =(c” —u” N)x=0 si in consecintd valoarea ei maxima va fi

F*=0. Deoarece T, — F*=0-0=0 solutia din tabelul (T;) este

solutia optimd a programului (PM). Solutia optimd a programului
original (P) este combinatia convexa a celor trei “propuneri” v',v%,v*:

o _ ge1 o 2 -3_i0 23 23_)61':2,857
xt =V + A+ Ay _21[0}+14[2}+42[0}_[x; _ 1286

iar venitul maxim total are valoarea (max)F = 194/7.
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