2. PROGRAMARE LINIARA iN NUMERE INTREGI
2.1 Specificul programarii in numere intregi

Una dintre proprietatile esentiale pentru fundamentarea metodelor
de determinare a solutiei optime a unei probleme de programare liniara
o constituie posibilitatea variabilelor de decizie de a varia continuu: ele
puteau lua orice alta valoare intermediara dintre doua valori permise.

Nu putine sunt situatiile practice, modelate cu ajutorul
programarii liniare in care unele variabile de decizie nu au sens decat
dacad acestea au valori intregi.

De exemplu, dacd variabila care exprimd o anumitd marime
asociatd unei activitdti este masuratd in unitati indivizibile este clar ca
valorile permise ale variabilei care indica valoarea variabilei respective
trebuie sé fie numar intreg. La fel, repartizarea personalului muncitor, al
utilajelor sau al mijloacelor de transport pe diverse activitati trebuie
exprimata tot prin numere intregi.

In continuare se vor considera urmatoarele definitii:

e variabila continua - variabila care, o datd cu doua valori
permise poate lua orice alta valoare intermediari;

e variabild intreagd - variabild care nu poate lua decat valori
numere intregi;

e variabild bivalentd (booleand) - variabild intreagd care nu
poate lua decat valorile 0 sau 1;

e problema de programare in numere intregi (pe scurt program
intreg) - problema de programare liniara care contine una sau
mai multe variabile Intregi. Problema se zice totald daca toate
variabilele sale sunt intregi si mixta daca utilizeaza simultan si
variabile continue §i variabile Intregi;

e problema de programare bivalenti (sau program bivalent) —
totala sau mixtd - problema care utilizeaza variabile bivalente.

Utilizarea variabilelor intregi poate aduce un plus de flexibilitate
in modelarea unor situatii practice. Acest plus flexibilitate are un cost
destul de ridicat in ceea ce priveste efortul depus in rezolvarea
problemei respective deoarece programele intregi sunt mult mai greu de
rezolvat decat programele liniare uzuale (adica in variabile continue).
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Aplicatie: Sa se analizeze oportunitatea construirii a doua centrale
si a unei statii electrice in doud locatii A si B. Nu se poate construi o
statie electricd intr-o anumitd locatie decdt daca s-a construit si o
centrala Tn locatia respectiva. Deoarece exista si alte solutii de racordare
nu este obligatorie construirea unei statii in cazul construirii unei
centrale. In tabelul 2.1. sunt indicate: beneficiul anual obtinut in urma
realizarii fiecarei investitii, costurile de realizare si capitalul disponibil.

Tabelul 2.1.

Nr. Varianta Variabila | Beneficiu| Costuri
crt. de decizie | [mil€] [mil€]

1 |Construire centrald in A X 90 500

2 |Construire centrald in B X3 60 300

3 |Construire statie Tn A X3 30 300

4 |Construire statie in B X4 40 400

Capital disponibil 1.000

Variabilelor x;+ x4 li se impune sa fie variabile bivalente: valoarea
1 a variabilei x; corespunde unei decizii de realizare a investitiei
respective iar o valoare nula corespunde unei decizii de respingere a
acesteia. Pe langd conditia ca variabilele sd fie bivalente se mai
formuleaza urmatoarele restrictii:

-conditia de a nu construi decét cel mult o centrala: x; + x; < 1

-conditia de a nu construi o statie intr-o locatie in care nu s-a

construit o centrala: x; < x, x4 < x,

Ca functie obiectiv se impune maximizarea beneficiului anual,

rezultand urmatorul model matematic:

max F(x,,x,,x;,x,)=90x, +60x, +30x, +40x,
500x, +300x, +300x;, +400x, <1000
X, +x, <1
-x,+x,<0
-x,+x,<0

x,efol} j=14

Solutia acestei probleme de programare liniard in numere intregi
(usor de determinat prin incercari, tinind cont cd nu sunt decat 7
combinatii posibile) este: F(1,1,0,0)=150
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Daca se incearcd obtinerea solutiei prin rotunjirea solutiei
problemei relaxate (obtinutd prin eliminarea conditiei ca variabilele sa
fie numere intregi), de forma:

max F(xlaxz > X3 9x4) = 90x1 +60x2 +30x3 +40x4

500x, +300x, +300x, +400x, <1000
x,+x, <1

-x, +x,<0

-x,+x, <0

x, <1 j=l,_4

x, 20 j=14

rezultand solutia: F(1; 1; 0,2; 0,35)=170 care, prin rotunjire la valoarea
cea mai apropiatd, conduce la solutia problemei in numere intregi.

Obtinerea solutiei problemei in numere intregi prin rotunjirea
solutiei nu garanteaza intotdeauna obtinerea solutiei corecte. De
exemplu, dacd se modificad problema initiald considerdnd un capital
disponibil de 1.150, sub forma:

max F(x,,x,,x;,x,)=90x, +60x, +30x, +40x,
500x, +300x, +300x, +400x, <1150
x,+x, <1
-x,+x,<0
-x,+x,<0

x,efol} j=14

se obtine solutia F(1,1,1,0)=180.
Problema relaxata asociata are solutia F(1; 1; 0,34; 0,619)=185.

Prin rotunjire la valoarea cea mai apropiata se obtine (1; 1; 0; 1)
care nu numai ca nu este solutia problemei in numere intregi, dar nu este
nici solutie admisibild pentru problema respectiva.
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2.2 Particularitatile solutiilor admisibile
ale unui program intreg

Se considera urmatorul program intreg total (P):

max F(x;,x)=8x11+3x;
Sx1+3x,<15

-3x1-8x,<-12

X1-2X2§-1

x120, x>0, x1,x; - intregi

din care rezulta programul relaxat (PL):

max F(xl,xz)=8x1+3xz
Sx11t3x,<15
-3x1-8x,5-12
Xx1-2x,<-1

x120, x,>0

In continuare vor fi folosite urmatoarele definitii si notatii:

* solutic admisibila - ansamblu de valori numerice (nu neaparat
intregi) care verifica restrictiile si conditiile de nenegativitate;

*solutie admisibila intreagd - solutie admisibild cu toate
componentele intregi;

* Ap;. - multimea slutiilor admisibile ale programului relaxat (PL);

* Ap - multimea solutiilor admisibile intregi ale programului (P);

esolutia optimd fractionaria - solutia optimd a programului
relaxat (PL), notatd constant cu x*;

*optim fractionar - valoarea F(x*) a functiei obiectiv in solutia
optima fractionara x*;

*solutia optima intreaga - solutia optima a programului intreg
(P), notati constant cu x;

«optim intreg - valoarea F(x") a functiei obiectiv in solutia
optima intreaga x”.

Pentru reprezentarea graficd a multimii Ap. se reprezinta dreptele:

dl: 5X1+3X2:15

d2: 3x,+8x,=12

d3: X1-2X2:-1
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si se identifica semiplanele in care sunt verificate cele trei restrictii si
cele doud conditii de nenegativitate.

X1

Figura 2.1. Domeniul solutiilor admisibile

In figura a fost reprezentatd grafic o dreapti de nivel a functiei
obiectiv si directia de translatare a acesteia corespunzatoare cresterii
valorii functiei obiectiv.

Prin aplicarea algoritmului simplex sau grafic se obtine solutia
problemei relaxate la intersectia dreptelor d; si ds, care reprezinta varful

20
D al poligonului solutiilor admisibile x* = 2713 caruia 1i corespunde
73
valoarea optima F (x* ): % .

Prin observare directd se gidseste multimea solutiilor admisibile
intregi ale programului (P) care este alcatuita din urmatoarele puncte:

Ap = {E(0,2), F(0,3), G(0,4), A(0,5), H(1,2),I(1,3)}
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Functia obiectiv /' are valoarea maxima 1n 1(1,3), deci solutia
optima intreaga este x"=(1,3) iar optimul intreg are valoarea F(x") = 17.

Comparand multimile Ap §i 4py se pot formula urmatoarele
concluzii valabile pentru toate problemele de programare in numere
intregi:

1) Spre deosebire de Ap;, Ap este 0 multime rara, adica orice punct
din ea posedd o vecindtate in care nu se mai afla alte puncte din
multime. Aplicarea teoriei teoria clasice a optimizarii, bazatd pe
posibilitatea efectudrii unor deplasari infinitesimale in jurul unui punct
este Tn acest caz lipsitd de sens.

2) App fiind o multime poliedrald, convexa cu un numar finit de
varfuri, in general solutia optima intreagd — care este in acelasi timp o
solutie admisibila problemei relaxate — se gaseste in interiorul multimii
App si, ca urmare, nu este generatd de catre algoritmul simplex care
conduce la determinarea solutiei probleme relaxate ce se gaseste intr-
unul din varfurile poliedrului solutiilor admisibile.

3) Daci se considera anvelopa convexa a multimii Ap, adica cea
mai micd multime convexa care contine Ap (In fig. 3.1. aceasta anvelopa
este reprezentatd de poligonul AIHE) se constata ca varfurile anvelopei
sunt solutii admisibile intregi ale programului (P).

Daca se maximizeaza functia obiectiv F' pe anvelopa convexa a
solutiilor admisibile intregi se poate regisi solutia optima intreaga x°.

In concluzie, se poate rezolva o problemi de programare in
numere intregi ca o problema de programare liniara uzuald cu conditia
sd stim sa descriem 1n limbaj de inecuatii liniare anvelopa convexa a
solutiilor admisibile intregi.

In cazul studiat, aceasti descriere este usor de ficut: anvelopa
AIHE se compune din solutiile sistemului de inecuatii:

2X1+X255
X1 <1
XQ22

la care se adauga conditiile de nenegativitate: x;>0, x,>0.
30



In cazul general descrierea matematicd a anvelopei convexe a
multimii 4p este foarte dificil de realizat.

Totusi din aceste constatari se poate obtine o metoda de rezolvare
a programului intreg: adaugand la problema relaxatd PL un numar de
restrictii suplimentare judicios alese, numite tdieturi (reprezentate de
inecuatii liniare), se pot Indeparta din Apy o serie de portiuni astfel incat
solutia optima intreaga sa devind varf in multimea ramasa — fig. 2.2. In
acest fel, chiar dacd nu s-a obtinut anvelopa convexa a multimii Ap,
solutia problemei relaxate asociatd programului intreg modificat (la care
s-au adaugat restrictiile suplimentare reprezentand inecuatiile taieturilor)
reprezinta si solutia programului intreg initial.

Problema initiala

Figura 2.2 Principiul metodei taieturilor

4) In cazul studiat 4p era o multime finita. Acest lucru se intampla
si In situatii mai generale; de exemplu o problema de programare cu n
variabile bivalente nu poate avea mai mult de 2" solutii admisibile
intregi. Fara a influenta generalitatea concluziilor, se poate presupune
ca orice program intreg are un numar finit de solutii intregi.
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2.3 Metode de rezolvare ale programelor intregi

Se considera un program intreg in forma standard:
n
max F = /ch X

(P) /Z:;ay.xj:bi i=l,..,m 2.1

x; 20 j=1l..,n

X, Intregl

in care toate constantele a;;, b;, ¢; sunt numere intregi.

Forma generald de mai sus acopera si cazul particular important al
programelor bivalente prin introducerea restrictiilor x; < 1,7 =1, ... n.

Se presupune cd multimea solutiilor admisibile ale problemei
(PL) este marginita; in problemele practice aceastd cerintd poate fi
intotdeauna asiguratid. Rezultd imediat cd (P) are un numar finit de
solutii admisibile Intregi.

Deoarece coeficientii functiei obiectiv sunt Intregi si optimul
intreg va fi un numar intreg. Mai mult, optimul intreg este cel mult egal
cu rotunjirea Intreaga inferioara a optimului fractionar.

Pentru rezolvarea programului intreg general (P) pot fi utilizati
urmatorii algoritmi de rezolvare:

(1) Transformarea rezolvarii programului intreg (P) in rezolvarea
unei secvente finite de programe liniare uzuale:
(PLo=PL), PL,, PL,, ..., PL,
ultimul avand drept solutie optimd chiar solutia optimd intreagd a
programului original (P).

Pentru fiecare k£ = 1, 2, ... ¢t programul (PL;) se obtine din cel
anterior prin addugarea unei anumite restrictii suplimentare a carei
constructie diferd de la metoda la metoda. Restrictiile suplimentare sunt
astfel alese incat:
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e sa fie verificate de orice solutie admisibild intreagd a
programului original (P);

e prin introducerea lor sd indeparteze portiuni din multimea Ap.
a tuturor solutiilor admisibile ale relaxatei PL = PL, pana
cand solutia optima intreagd devine varf In multimea ramasa,
putand fi astfel cunoscuta de algoritmul simplex.

Din acest motiv aceste restrictii suplimentare se mai numesc $i
taieturi sau plane de sectiune.

2) Faptul cd un program intreg are (sau poate fi facut sa aiba) un
numar finit de solutii sugereaza posibilitatea de rezolvare a programelor
intregi folosind metode bazate pe enumerarea totald sau partiald a
acestor solutii. Schemele de enumerare partialda determind solutia
optimad intreagd generand efectiv doar o parte a multimii solutiilor
admisibile intregi, solutiile negenerate fiind recunoscute implicit ca
neoptimale. Domeniul predilect de aplicare a metodelor de enumerare 1l
constituie programarea bivalentd dar pot fi adaptate si pentru programe
intregi generale.

Astfel, presupunand ca a fost rezolvata problema relaxata PL, cu
ajutorul algoritmului simplex obtinand solutia optima fractionara x*, in
cazul in care una sau mai multe din componentele x,,X,,... ale solutiei
x* nu sunt intregi solutia programului intreg diferd de solutia
programului relaxat; se presupune cd x, este fractionar. Este clar atunci

ca solutia optima intreagd cautatd va verifica una din urmatoarele
inegalitdti mutual exclusive:

5

x, <[x] sau x, >[x]+1

( [a] = partea intreaga a numarului real a ).

Se considera programele liniare obtinute prin extinderea relaxatei
PL cu fiecare din cele doud inegalitati:

PL L

P
(PLI){xl <[] (PLz){xl > [ ]+1

Se spune ca problema (PL) a fost ramificatd dupa variabila x;.
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Figura 2.3 Impartirea domeniului solutiilor admisibile
la ramificarea problemei

Este evident ca:

e Multimile de solutii admisibile Ap.; si Ap, ale celor doud
programe noi sunt submultimi stricte in Apy.

e Multimile de solutii admisibile intregi ale programelor relaxate
PL, si PL, verifica conditiile

AlUA2:A$iA1ﬁA2:®

In particular solutia optima intreaga a programului original (P) se
gaseste Intr-una (si numai in una) din multimile mai mici Apr | sau Ap 5 .
In continuare se rezolva PL;. Presupunand ca PL; este
g 1w A . . - - * . -
compatibild, in solutia sa optima, notatd x ' prima componenti va fi cu
: - A . *] _ *
sigurantd intreaga: x," =[x, ].

1

In ipoteza ca a doua componenta x, este fractionara vom deriva

alte doud noi programe liniare dupa modelul de mai sus:

34



PL, PL,
(PLH){XI ey Pl ){xl e el

Daca solutia optima intreaga cautata este solutie admisibild pentru
programul PL; atunci cu sigurantd ea se va gasi in una din multimile de
solutii admisibile ale celor doua programe rezultate prin ramificare.

In principiu, ramificarea poate continua de la oricare din
problemele PL,;, PL,, sau PL,, conditiile de ramificare fiind acelea ca
programul in cauza:

e sa fie compatibil (adica sa aiba solutii admisibile);
e solutia sa optima s aiba cel putin o componenta fractionara.

De reguld, ramificarea se face dupa prima variabila cu valoare
fractionara sau dupa variabila cu cea mai mare parte fractionara.

Pentru intelegerea metodei procesul de ramificare poate fi
reprezentat printr-un graf arbore T ale carui noduri sunt diferitele
probleme rezultate din ramificare. Nodurile terminale (adicd nodurile
din care nu s-a mai efectuat ramificarea) sunt fie probleme
incompatibile, fie probleme cu solutii optime intregi. Cu exceptia
radacinii (PL) fiecare nod din T are un predecesor unic. Orice nod care
nu este nod terminal are doi succesori.

Figura 2.4. Arbore de ramificare
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Se pot introduce urmatoarele variabile:

xcmp (vector) care retine cea mai buna solutie admisibila intreaga
la un moment precizat al derularii procesului de ramificare;

Zcu, care retine valoarea functiei obiectiv in xcus.
La start: xcqp = @ ZCMB = - OO

Fiecarui nod PL, al arborelui T (unde o este o succesiune de 1 si
2) va avea atagatd o margine superioara:

z, = rotunjirea intreagd inferioara a optimului problemei PL, in
cazul in care aceasta este compatibila.

Este clar ci daca solutia optimi intreagd x° se afla printre solutiile
admisibile ale problemei PL,, atunci:

ZCcMB Sf(xo) <7,

Prin urmare, daca pentru o problema PL, rezultatd din ramificare
avem:

Zo S ZcMB

nu mai are nici un rost sa ramificim PL,, deoarece printre eventualele
sale solutii admisibil intregi nu exista nici una mai bund decat actuala
Xcmp. Aceastd constatare reduce numdrul de ramificatii care vor fi
analizate.

Arborele T nu exista de la inceput. La start el se reduce la
radacina (PL) si in continuare primeste noi noduri si arce de legatura in
functie de problemele rezultate din ramificare si efectiv rezolvate.

Metoda de rezolvare a unui program intreg succint expusa mai
sus va fi explicatd mai in detaliu pe urmatorul exemplu:

(max)F =4x, +3x,
3x,+4x, <12

4x, +2x, <9

X,,x, €N

(P)
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START
e Se initializeaza: zcyp = - © $i Xcmp = &
e Se rezolva cu algoritmul simplex relaxata problemei (P):

(max) f=4x,+3 x;
3X1+4X2§12
4x,+2x,<9
xl,xZZO

(PL)

si se gaseste solutia optima fractionara: x; =1,2;x, =2.1; f (x* )= 111
e Rezultd ca optimul intreg nu poate depdsi marginea superioara:

z=[111]=11

e Variabila dupa care se face ramificarea va fi alesa dupa criteriul
,»partii fractionare mai mari”’; in cazul de fatd este vorba de variabila x,.

Iteratia 1 Se rezolva cu algoritmul simplex programul liniar
(PL,) dedus din (PL) prin adaugarea restrictiei x; £ 1.

e Se gaseste solutia fractionard x, =1 x, =1,25; f=10,75

e Se conchide ci solutiile admisibile intregi ale problemei (PL,)
care sunt si solutii ale problemei initiale (P) nu pot oferi functiei
obiectiv o valoare mai mare decat marginea:

z, =[10,75]=10
e Se ramifica dupa variabila x,.

Iteratia 2 Se rezolvd problema (PL;;) obtinuta din PL,
adaugand restrictia x, < 2.

e Rezultd solutia intreagd x, =1, x,=2; f =10

evident mai bund decat solutia intreagd ,,depozitatd” 1n xcmp. In
consecinta se actualizeaza: xcvp = (1 ,2)T zems = 10

e Se revine la problema PL,;.
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Iteratia 3 Deoarece valoarea functiei pentru solutia Intreagd a
problemei PL;; este egald cu z;, rezultd ci prin rezolvarea problemelor
obtinute prin ramificarea problemei PL;, rezultatd din adaugarea la (PL)
a restrictiei x, 2 3 nu poate conduce la o valoare mai mare decat cea deja
obtinutda (f=10, PLy)). in aceste conditii, programul PL;, si cele ce
decurg din acesta se rezolvd doar in cazul in care se doreste sd se
determine eventualele solutii echivalente din punct de vedere al valorii
functiei obiectiv. Rezolvarea programului PL;; conduce la solutia
intreagd x; = 0, x, = 3, f = 9 care este mai slaba decat cea stocatd in
XCMB-

¢ Se revine la problema PL, si apoi la PL.

Iteratia 4 Se rezolvd cu algoritmul simplex programul liniar
(PL,) dedus din (PL) prin addugarea restrictiei x; > 2.

e Se gaseste solutia fractionara x; =2, x, =0,5; f=9,5

Programele care pot rezulta prin ramificare din aceasta adaugand
conditiile x,=0 si, respectiv, x,>1 vor conduce la valori ale functiei
obiectiv care nu pot depasi:

z, =[9,5]=9

deci care sunt inferioare solutiei deja determinate. In aceste conditii
acesta este un nod terminal.

Recapituland, studiul problemei PL,; a produs o solutia intreaga
care a fost retinutd precum si concluzia cd PLy, si PL, nu are solutii
intregi mai bune decat cea gasita. In acest moment se poate spune ci au
fost examinate — direct sau indirect - toate solutiile intregi ale problemei
(P). Solutia intreagéd retinutd in xcvp este din cea mai bund solutie
intreagd adica este solutia optima a problemei originale (P).

Un nod al arborelui T din care ramificarea poate continua se
numeste nod activ; altminteri el se va numi nod mort. Din denumire
rezultd ca algoritmul se opreste in momentul in care radicina PL este
declarata nod mort.

Comentariile de mai sus sunt sintetizate n arborele din fig. 2.5.
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Figura 2.5 Arborele de ramificare al problemei considerate

Principalele dezavantaje ale metodei descrise sunt:

ecresterea foarte rapidd a numarului problemelor de rezolvat si
de aici a volumului de calcule o datd cu cresterea dimensiunilor
programului original si mai cu seama a numarului de variabile intregi;

ecomportare impredictibili pe probleme de dimensiuni
apropiate: arborele problemelor rezolvate poate fi extrem de ,,stufos”
pentru o problema si foarte simplu pentru o alta.

In practici, metoda se combini cu alte procedee (cum ar fi
metoda planelor de sectiune) care pot oferi rapid solutii admisibile
intregi suficient de bune, micgorandu-se astfel numarul ramificarilor.

Algoritmul descris este o variantd a unei metode mai generale
denumite branch & bound, care ramifica (adica partitioneazd) multimea
in care se cautd un anumit element — numit element optimal — in parti
mai mici pe care le margineste, aceasta insemnénd optimizarea functiei
obiectiv pe fiecare din partile rezultate. Unele din aceste parti sunt
ramificate si marginite In continuare. Nu sunt ramificate acele parti care
nu contin in mod sigur solutia optima cautata.
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