5.1 Probleme de programare convexa

Problemele de programare convexa reprezintd o clasd importanta
de probleme de optimizare neliniara care se caracterizeaza prin:

e functie obiectiv convexd dacd aceasta se minimizeaza
(echivalent: functie obiectiv concava dacd se maximizeaza);

e restrictiile inegalitati sunt de forma g,(x)<0 in care g; este o
functie convexa (echivalent g,(x)>0 cu g; functie concavd);

e eventualele restrictii egalitati sunt liniare, cerintd motivatd prin
aceea ca functiile liniare sunt singurele functii simultan convexe
si concave.

Problemele convexe au urmatoarele proprietati fundamentale:
¢ multimea solutiilor admisibile este convexa;

e functia obiectiv admite cel mult un optim local care este
automat §i un optim global si va reprezenta solutia problemei;

e daca optimul liber (nerestrictionat) al functiei obiectiv nu este o
solutie admisibila atunci optimul restrictionat se gaseste
obligatoriu pe frontiera domeniului solutiilor admisibile .

Importanta acestei clase de probleme este foarte mare deoarece in
acest domeniu a fost depus cel mai mare efort de cercetare, obtindndu-se
cele mai puternice rezultate teoretice (cum ar fi teoria dualitatii
neliniare, conditiile de optimalitate Kuhn — Tucker) si practice (metode
si algoritmi de optimizare).

Deoarece orice problemd de programarea liniarda este §i o
problemd de programare convexd, fundamentarea metodelor de
rezolvare a problemelor convexe reprezintd un pas in unificarea
programarii liniare §i a programarii neliniare.

Mai mult, majoritatea problemelor de optimizare neliniara la care
conduc modelele matematice din domeniul tehnic si economic contin
functii convexe, deci au aplicatii multiple 1n aceste domenii.

Tinand cont de cele mentionate acest tip de probleme vor fi tratate
in paragrafele urmatoare.
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5.1.1. Functii convexe

Multimea 2=V se numeste convexa daca oricare ar fi doud puncte
u,v € £2 segmentul care le uneste este cuprins in intregime in interiorul

multimii: [u,v] < 2. Matematic aceastd conditie poate fi transcrisa ca:
Yuve 2, Vpel0ll= p-u+(l-p)re2 (5.1)

In figura 5.1 sunt reprezentate un domeniu convex si un domeniu
neconvex in plan.

Domeniu convex Domeniu neconvex
Figura 5.1 Domeniu convex si neconvex

O functie reald definita pe un domeniu convex (2 (F: (2—-R) se

numeste convexd dacd pentru orice doud puncte din domeniu este
verificata relatia:

Flp-u+(1-pp)< p-Flu)+(1-p)F([v) (5.2)

O functie reald definitd pe un domeniu convex (2 (F: 2—-R) se

numeste strict convexa daca pentru orice doud puncte din domeniu este
verificata relatia:

Flp-u+(1=pp)<p-Flu)+(1-p)F(v) (5.3)

O functie reala definitd pe un domeniu convex 2 (G: 2—-R) se
numeste concava daca —G este convexa.

Pentru functiile convexe pot fi enuntate o serie de teoreme
importante pentru rezolvarea problemelor de optimizare.

Tr. Daca F) si F, sunt doud functii convexe definite pe acelasi
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domeniu convex F, F: (23R si ki, k; coeficienti reali nenegativi;
atunci F: 23R prin F(x)=k F(x)+ k, F»(x) este functie convexa.

Tr. Daca F: 23R este o functie convexa si 4;, 4, ... 4, coeficienti
reali nenegativi care verifica relatia 1,+4,+ ... +4,=1, atunci:

F(Ax, +-+A,x,)<A -F(x,)+--+2,-F(x,) (5.4)

oricare ar fi punctele x,...,x, din £2

Tr. (convexitate si derivabilitate)
Se considera o functie reald definita pe un domeniu deschis
(F: U—>R, U-domeniu deschis din R") si £2=U un domeniu convex.

Daca F este diferentiabild, atunci pe domeniul (2 sunt valabile
urmatoarele afirmatii:

1. F-convexa < F(v)> F(u)+(VF(u),v—u) Vu,yeQ
2. F-strict convexa < F(v)> F(u)+ <VF(u),v—u> Vu,veQ
3. <VF (u+2d)d > este o functie nedescrescdtoare in raport cu A

(VF(u) - gradientul functiei F' in punctul u, <a,b> - produsul scalar al

vectorilor a i b, — a se vedea anexa).

Tr. (convexitate si derivabilitate de ordinul II)
Se considerd o functie reald definitd pe un domeniu deschis

(F: U-R, U-domeniu deschis din R") si £2=U un domeniu convex.
In aceste conditii, daca F este de doud ori diferentiabila:
1. F-convexd pe 2 < matricea hessian V2F(x) este pozitiv

semidefinitd (V>F(x)>0 sau, echivalent, <d ,V2F(x)-d > >0 VdeR"
2. Dacd matricea hessian V>F(x) pozitiv definita (V>F(x)>0
sau, <d,V2F(x)-d> >0 VdeR") = F-strict convexa pe (2

(V?F(x) - matricea hessian a functiei F in punctul x- definita in anexa)

5.1.2 Formularea unei probleme de programare convexa
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Aceastd problemd se Incadreazd in categoria problemelor de
programare convexa daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

a. restrictiile g/(x) impreuna cu conditiile de nenegativitate separa
in domeniul de definitie al functiei obiectiv F(x) un domeniu al
solutiilor admisibile care este multime convexa;

b. pe domeniul solutiilor admisibile functia obiectiv este o functie
convexa.

Se poate spune ca o problema de programare convexa cere gasirea
minimului unei functii convexe pe un domeniu convex definit de
multimea restrictiilor problemei.

Dupa cum se observd, nu se impune ca functia obiectiv sa fie
convexd pe intreg domeniul siu de definitie ci numai pe domeniul
solutiilor admisibile.

Din aceastd cauzd se poate formula o problema de programare
convexa si sub forma:

min F(x)
Xey (5.6)
¥ -convex

Avantajul problemelor de programare convexd rezultd din
urmdtoarea teorema:

Tr. Orice minim local al unei probleme de programare convexa
este si minim global. Dacd F(x) este strict convexa atunci solutia
optima, daca exista, este unica.

Odata gasit un minim al unei probleme de programare convexa nu
se mai pune problema daca acesta este si minimul global sau trebuie
cautat un alt minim care si fie solutia problemei de optimizare.
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