4.1 PROGRAMAREA DINAMICA

Programarea dinamica reprezintd o tehnicd de abordare a unei
clase de probleme al cdror model matematic prezintd caracteristicile
unui proces secvential de decizie. Acest tip de procese se caracterizeaza
prin faptul cd in cadrul fiecarei etape trebuie aleasd, dintr-o multime de
decizii admisibile pentru etapa respectivd, o anumitd decizie §i, pornind
de la aceasta, se poate determina utilitatea alegerii facute sub forma unei
valori numerice. Problema cere determinarea deciziei globale
(strategiei), care reprezintd o multime care are atatea elemente cate etape
are procesul si  cuprinde deciziile luate la fiecare etapa, care
optimizeazd (maximizeaza sau minimizeazad) o functie obiectiv globala
care depinde de valorile utilitatii realizate in cadrul fiecarei etape.

Dacéa multimea etapelor procesului este un domeniu continuu se
vorbeste de proces secvential continuu, iar cdnd multimea etapelor este
numarabila se spune ci este un proces secvential discret. Acestea pot fi,
la randul lor, cu numar finit sau infinit de stadii (dupd cum multimea
starilor este finitd sau infinitd). In continuare vor fi analizate procesele
discontinue discrete cu numadr finit de stadii.

Trebuie subliniat faptul cd multimea deciziilor admisibile, deci si
decizia aleasi la fiecare pas, si, prin aceasta, valoarea functiei obiectiv
depind de starea procesului care trebuie optimizat. Starea procesului va
fi precizata prin vectorul parametrilor de stare.

Desi caracterul secvential al anumitor procese este de naturda
spatiald sau logica, se preferd formularea acestora astfel incat si fie
transpusa sub forma unei secventialititi temporale. Astfel, se va nota cu:
T ={1, 2n} multimea celor n stadii succesive ale problemei (sau,
corespunzator, celor » momente de timp). Pentru fiecare stadiu i €T se
noteaza cu ¢ starea procesului si cu X; multimea deciziilor admisibile
pentru aceastd stare. Considerand o decizie x; din X; utilitatea acestei
decizii va depinde atdt de decizia respectiva cit si de starea procesului:
u,(x,,&,) . Utilitatea totald asociata unei strategii va fi:

Flu, (x,,& ), (x,,E,)) (4.1.)
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In majoritatea problemelor tehnice functia utilitatii totale se
obtine prin Insumarea utilitatilor fiecarui stadiu.

Daca se noteaza cu x strategia (un vector ale carui componente
sunt deciziile alese in fiecare etapa) :

xz[x,,xz,x3,...,x”]r 4.2)

se numeste traiectorie a procesului corespunzatoare strategiei x functia &
care defineste starea procesului, controlat de strategia x de-a lungul
etapelor procesului:

Ei)=¢& VieT (4.3)

O traiectorie &*se numeste optima dacd extremizeazd, in sensul
dorit, functia de utilitate globala.

Tehnica programarii dinamice constd in determinarea strategiei
optime prin analiza secventiald a unor probleme de optimizare succesive

asociate procesului descris de model. Aceastd metodd are la baza
principiul de optimalitate al lui R. Bellman care poate fi enuntat astfel: o

traiectorie &° este optimd pe T dacd oricare ar fi i< j din T atunci
vectorul [f:,f;l,. . fj}r reprezintd o traiectorie optima pentru restrictia
procesului la multimea de stadii 7, = {i,i +1,..., j} si starea initiald & .

In domeniul energetic au aplicatii in special procesele secventiale
stationare in modelul cérora timpul nu apare in mod direct. Pentru ca un
proces sd poata fi considerat stationar trebuie sd indeplineasca
urmatoarele conditii:

-multimea deciziilor admisibile depinde doar de starea procesului,
nu si de timp;

-functia de utilitate are aceeasi valoare daca starea si decizia sunt
identice, chiar daca acestea corespund la doud momente de timp diferite;

- decizii identice luate la momente de timp diferite, dar carora le
corespund aceeasi stare, determina trecerea sistemului 1n aceeasi stare.
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Se poate considera cd metoda programdrii dinamice constd, 1n
esentd, In compararea valorii functiei obiectiv intr-un numéar mare, dar
finit, de puncte.

Meritul metodei constd In faptul ca permite stabilirea si
parcurgerea sistematicd a acestei multimi de puncte astfel incét si nu se
piarda punctul de optim.

Aceastd metodd nu impune algoritmi proprii pentru rezolvarea
unei probleme tip, ci dd posibilitatea rezolvarii unei probleme de
optimizare prin inlocuirea sa cu o familie de probleme de optimizare,
mai simple, care depind de un set mai restrans de variabile de decizie.

Conditia ca o problema de optimizare sd poatd fi rezolvatd
folosind metoda programarii dinamice este ca functia obiectiv sd poata
fi scrisa ca o combinatie a unei multimi de functii, fiecare dintre acestea
depinzand de variabile distincte.

Avantajul principal al metodei programadrii dinamice 1l reprezinta
faptul ca nu impune ca functiile care intervin in problema de optimizare
sa aiba forme particulare.

Se poate considera cd o traiectorie a procesului descrie modul de
succesiune a stdrilor acestuia in cele n etape. Dacd ordinea de
succesiune a starilor respectd ordinea naturald a stadiilor se vorbeste
despre analizd prospectiva iar cand este inversd in raport cu ordinea
stadiilor se vorbeste de analizd retrospectivd. In continuare se va
considera o analiza prospectiva.

In cadrul acestei analize starea Intr-o anumitd etapd va depinde de
starea si de decizia in etapa anterioara:

En=g(x.&) (4.4)

prin functia de trecere g.

Trebuie remarcat faptul ca, prin functiile g, toate elementele care
descriu problema sunt determinate de starea initiald & si de succesiunea
de decizii alese la fiecare pas.

Pentru problema consideratd se pot defini iterativ functiile
§1L7lﬁ dupa cum urmeaza:
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{@ gl(xl,«;) (0,8

(608 20 (x,&)

{; 2.0 8) = g2<xz,gl<xl,a)) - 855 8)

Uy (50, £) = 1, (30, 8, (5, £) 2 7, (3,6

{f; 8 6) = 8l B BBl m) o
(&) = uz(xg,gz(xl,xz,;)) (5% 000 E))

S = &, (xn7§) 8, (xn’gnl(xl’ “ )1—17§1))n:m§n(x1""’xn,gl)
u (xn’g) u (xn’gn 1(x1’ “ )1—1’51))l:ﬁn(xl""’xn,gl)

F(u (x1a§1 ’un(xn’gn))z
:F(L71(x1=§1)a---a77n(x1r'-’xn’é))[:ﬁ(xn---axn’(;)

O strategie [x, ,x;,...,x;] se numeste optimala referitor la starea

initiald & daca:
ﬁ(xl*,xz X, fl) max{N(xl,...,xn,gﬁ]xl. ed,i =ﬁ} (4.6)

Daca se noteaza prin F,_,,, functia obiectiv asociatd procesului
de decizie limitat la etapele i, i+1,....n (deci F,=F), problema de
programare dinamicad se numeste decompozabila prospectiv daca exista
functiile f ‘R* >R, i=l,..,n, ﬁ(a, y) nedescrescatoare in raport cu y
pentru orice « fixat, astfel incat:

F,=0
Fy (0,508 )t (3,26,)) = @.7)
= L (0,08 Py 1t (5126 it (5, ,)
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sau, echivalent:

Ekm(xi’xi+1""sxns§i):

9 (4.8)
= fn—i+1 (ui (x[ > é‘ )’ F:r—i (x[+1 seees X, & (xi > é:i )))
Proprietatea de decompozabilitate impune problemei de
programare dinamica, 1n afara structurii de proces secvential de decizie,
ca, pentru fiecare stadiu i, procesul trunchiat corespunzator etapelor i,
i+1,...,n sd fie caracterizat de o functie obiectiv F,;, legatura dintre
functiile obiectiv fiind de tip recursiv, de forma precizatd in definitia
anterioard a decompozabilitatii.

In continuare se va nota

hn7i+l (é[ ) = x-e“faé )/F\iszl (xl b "xn ’51' ) (49)
i<jsn
unde:
A(&)=2(5) “.10)

‘Ij(é):‘l/ (gj—] (xj—] 9g‘/’—2(xj—2’gj—3(' . -agi(xné:f )))))’ J>i

Cu aceasta notatie, se poate enunta urmatoarea teorema:

Tr. (principiul optimalitatii) Dacd problema de programare
dinamica este decompozabila prospectiv, atunci:

B (&)= max £ (02000 (2, (x,02) @.11)

x e (&)

Aceasta teorema aratd ca orice strategie optima pentru procesul
trunchiat cuprinzénd etapele i+1,...,n trebuie sd contind, ca o etapd a sa,
strategia optima pentru procesul limitat la etapele i+2,...,n.

Deci, orice strategie optimala nu poate fi alcatuitd decat din
substrategii care sunt, la randul lor, optimale.

Pe baza acestei teoreme se poate construi o tehnicd secventiald
pentru rezolvarea problemelor de programare dinamica, constituit din
urmatoarele etape.
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Etapa 1.

Se determina x(&, ) <, (&, ) astfel incat:

FleE)g )= max Fx,é,) (4.12)

heE)=FlE)e) (4.13)

Etapa i.

Se determina x (£ )e (&) astfel incat:

Fyalul@)e)h, el )e)

il (&).))=
= en é)ﬁ ((,(s‘) Nk, (g (x (). ))) (4.14)
si se obtine:
}TIH'H(QE;): Fn—iﬂ(ui(x;(fi )}5{ )JZH.( [(x;‘(é )’é:i ))) (4.15)

Odata cu pasul n este determinatad ultima componenta, si anume
x; ( l). In continuare, pornind de la starea initiald &, se poate gasi

strategia optimd: x" ale cdrei componente pot fi determinate ca:
* * * * *
X =X (§1)9x2 = x2(gl (xl NS )) ete.
Deci, rezolvarea problemei de optimizare initiale, care cere sa se

gaseascd maximul functiei F (x1 ..... xn,fl), se face la capatul acestui

proces secvential in cadrul caruia, in fiecare etapa, se cere rezolvarea
unei probleme de optimizare cu o singurd variabild din cele n ale
problemei date.

70



4.1 Repartitia unei cantitati de resurse intre diferite obiective

Se considera ca exemplu problema impartirii unei cantitati totale
X de resurse intre n obiective diferite. Daca se noteaza cu xi, xs,..., Xn
cantitatea de resurse alocatd fiecarui obiectiv, se reprezintd utilitatea
repartizdrii  resurselor fiecdrui obiectiv prin functiile u,(x,),

u,(x,),...,u,(x,) care indeplinesc conditia:
u,(0)=0; i=Ln (4.16)

Problema cere maximizarea utilitatii totale reprezentata de suma
utilitatilor partiale:

F(xl,xz,...,xn)=ul(x1)+u2(x2)+...+un (xn) (4.17)

atunci cand sunt respectate conditiile:

N x = X
2% (4.18)

x,20; i=Ln

Pentru aplicarea metodei programarii dinamice se transforma
acest proces de repartitie Intr-un proces secvential in timp, considerand
ca se repartizeaza o cantitate de resurse obiectivului cu numarul », apoi
obiectivului n-1 si asa mai departe pana cand se incheie cu alocarea
resurselor pentru primul obiectiv.

In continuare se defineste sirul de functii {Fl, F,,.. .,Fn} prin:
E(Y)zmax(ul(xl)+u2(x2)+...uj(xj)) (4.19)

atunci cand variabilele satisfac restrictiile:

J
25 =Y (4.20)
0, i=1j

=
v

i
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In acest sir sunt valabile relatiile:

F(Y)=g(y)
F(0)=0; j=1n

J

4.21)

Fiecare dintre functiile F; (Y)astfel definite reprezinti utilitatea

maxima care poate fi obtinutd prin alocarea cantititii ¥ de resurse
obiectivelor de la 1 la.

Pentru a obtine relatia de recurentd Intre functiile din acest sir se
considera ca se Incepe prin alocarea cantitatii x, de resurse din cantitatea
totala X ultimului obiectiv. Corespunzator principiului de optimalitate,
pentru a obtine o repartitic optimd, cantitatea rdmasa
Y, , =X —x,trebuie repartizatd astfel Incdt sd se obtind utilitatea
maxima de la celelalte n-1 obiective ramase.

Continuand cu acest rationament se poate cere ca, daca la pasul i
a ramas nealocatd cantitatea Y; de resurse si, din aceasta, se aloca
cantitatea x,_,,, obiectivului n-i+1, cantitatea care rdméne (¥, —x,_, )
trebuie repartizatd astfel incit sa se obtind utilitatea maxima de la
obiectivele de la 1 la n-i.

Aceasta utilitate a fost definita ca fiind tocmai F, (Y, - x, ,.,),

ceea ce inseamna ca utilitatea totald care poate fi obtinutd dupa ce se
aloca cantitatea x,_,,, obiectivului #-i+1 va fi:

un—i+1 (xn—i+1 )+ Fn i (Yz _'xn—i+1 ) (422)

—i

Valoarea maxima a acestei utilitati, care este tocmai F,FM(Yi),
va putea fi determinata ca:

F, . (Yz )= 0 ma]xq {unfiﬂ (xanl )+ Fn—i( i T X i )} (4.23)

<X, <Y

Pentru aplicarea metodei se considera un pas de alocare A, care
transforma intervalul [0, X] in care variabilele iau valori intr-o multime

discreta {0,A2A,...,MA=X}.
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In continuare se construieste in mod iterativ un tabel care contine
valorile functiilor F),;+; si argumentelor lui u,; pentru care se atinge
maximul reprezentat de F,._;+, tabel care are forma urmatoare:

| Y | RO) [x0)|[R0)|X0)  |x.0)]FEE)]x,0)]
o] o oo o] [ o | o] 0|
o Jw@ [ a ] ] [ ] ]
s e m— ——
| MA Ju(Ma) | A | | ] | ]

Pentru completarea acestui tabel se porneste de la primele coloane
tinand cont ca:

Determinarea lui F,(kA)se face calculand valorile:

(kA)=F, ,(kA)

(

(8)+ £ (k-1)a)
[(28)+F((k-2)a)
(

(

i

F_
.

(4.25)

valoarea lui F;(kA) fiind cea mai mare din cele determinate la acest pas,
iar X,(kA) fiind argumentul lui u; din expresia careia ii corespunde
valoarea maxima obtinuta.

Dupa ce se incheie completarea tabelului se poate trece la gasirea

strategiei optime prin utilizare unui tabel derivat din cel completat,
pastrand doar coloanele X,(Y).

73



In acest tabel se porneste pe linia corespunzatoare lui MA=X si se
merge in ultima coloand 1n care se gaseste cantitatea de resurse care
trebuie alocate ultimului obiectiv X, =Q,A.

In continuare se scade cantitatea de resurse cu cea alocati
ultimului obiectiv (obtinand (M -0, )A ), se revine in tabel pe linia
corespunzatoare pand in penultima coloana unde se gaseste cantitatea
care trebuie repartizatd penultimului obiectiv X, , =0, A, se reduce
cantitatea de resurse disponibile obtindnd (M -0, —Q,H)A si se revine
in tabel pe linia corespunzatoare in coloana X, , (Y) unde se gaseste

cantitatea de resurse care trebuie alocata obiectivului #-2 i asa mai
departe pana la repartizarea intregii cantitati de resurse.

x| [x.L0)]x,,0)]x,F)
Q 0 0 0 0
@" (M- Qni—Qn.l)A 0,5A
(D> oro)a 0.0
@" ]\4:A 0,A

Acest algoritm de rezolvare se poate fi utilizat foarte usor pentru
implementare intr-un limbaj de programare in scopul realizarii unui
program de calcul.
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Aplicatii

1. Sa se determine planul de aprovizionare cu materiale pe durata
unui an a unui santier hidroenergetic. Se noteaza cu by, by, b; §i by
necesarul trimestrial si se considerd cd stocul maxim admisibil este
reprezentat de valoare d. Planul optim este acela care minimizeaza
cheltuielile de aprovizionare, exprimate prin valorile specifice ¢y, ¢a, ¢3
si ¢4, care pot fi diferite pentru cele patru trimestre. Cantitatea existenta
la inceputul primului trimestru are valoarea a care este mai mica decat
necesarul primului trimestru. Se admite ca aprovizionarea trimestriala se
face o singura data, la inceputul trimestrului.

Se vor considera urmatoarele valori numerice:
b, =1000; b, =900; b, =1300; b, =800;

¢, =70; ¢,=60; c,=50; c,=80;
a=500; d=1500.

Daca se noteaza cu xj, x;, x3 §i x4 variabilele ce desemneaza
cantitdtile aprovizionate la inceputul fiecdruia din cele patru trimestre,
restrictiile ce definesc domeniile < sunt reprezentate prin:

X; E[E[:fi]

x, =b-a

X =d-a;

X, =max{0,b, +b, —a—xl};

X,=d+b —a—x;

X, =max{0,b1 +b,+b,—a—x, —xz};
X,=d+b +b,—a—x,—x,;

X, =max{0,b1 +b,+b,+b, —a—x, —xz};
X,=d+b +b,—a—x,—x,;

Starea va fi descrisa de doud variabile definite ca:

1 _ . 2 _ .

& =b—a;, & =d-a;

1 _ gl . 2 _ g2 R
i+1_§i +bi+1_xi’ _51' +bi_xi’ i1

i+l

Elementele care definesc procesul secvential de decizie cu analiza
prospectiva sunt:
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4}
(&)=X,(g.¢?)=[max{o.'}&7]
é:Hl = gi)(xi’§i );

2N
Il

- —

o

w

b )=, (3, )

i=1

!
—_
=
=
=

unde functiile de trecere au urmatoarele expresii:

2. (x,.8,)=[£ +800—x,; &2 +1300—x,
2, (6,.8,)=[£1 +1300-x,; &2 +900-x
gl(x17§1):[§11+900_x1; §12+1000—x1]

In continuare se scriu functiile de utilitate asociate proceselor
secventiale partiale:

4
F, (xl’xz s X35Xy ’glagz aégs =§4): zui(xi’gi)
4
205, = Fl,x,x0,%0060,6,.60.860 )

i

F3(x2’x?9x4’§2’§37§4) Zu'(x" ')zzci‘xi;
(

FZ x3,x4,§3,§4) zu ( ) Zczxz’
F (08 )=u,(x,.6,)=c

Dupa cum se constatd problema este decompozabila prospectiv
daca se considera functiile f; de forma:

f (u,v) =u+v
care indeplinesc conditiile din definitie.
Deoarece se cere determinarea strategiei care conduce la

cheltuieli minime se va putea aplica algoritmul prezentat daca se
inlocuieste peste tot conditia de maxim prin conditie de minim.
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Pasul 1.
Se cautd decizia pentru ultima etapa care conduce la minimizarea
costurilor:

min {F(x,.¢,)}= min {40x,}
unde: @, (&, )=[¢1.¢7]

Deoarece functia care trebuie minimizatad este crescatoare,
minimul sau va fi atins in punctul x; = &, si se obtine:

h(&,)=80¢&]
Pasul 2

Se urmareste determinarea deciziei pentru penultima etapa care
conduce la minimizarea costurilor pentru ultimele doua etape:

in {50x, +80¢, )

in care &, se obtine din expresia functiei gs:
661 ]= g0 6)= |6 +800-x;; & +1300-x,]
ceea ce conduce la:

min ){50x3 +80(2 +800— x, )= min {8053 30x, + 64000}

x;3e5(& X3 €S 13 3

.. . 2 .
Minimul va fi atins pentru x;-&; (deoarece functia este
descrescitoare 1n raport cu x;) iar valoarea acestui minim va fi:

I (£,) = 80! —30&2 + 64000

Pasul 3

Procedand ca si in cazul anterior rezulta, cu & si & obtinute din
expresia lui g,:
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min ){6ox2 Fin(&))= min ){60x2 +80£! —30&2 + 64000} =

X, e (&, Xp €05

- min ){60x2 +80(2) +1300— x, )- 30(2 + 900 - x, )+ 64000} =

Xy, €5 (&,

= min {l0x, +80£! —30& +141000}

Xy €5(&
. . e * 1.
si se obtine valoarea minima pentru x, =&, :

hy(&,) = 90&) —30&2 +141000
Pasul 4

min ){70x1 +in(&)]= min ){70x2 +90&! —30£2 +141000=

x e (&

= min ){7ox2 +90(£! +900 - x, )-30(£2 +1000 - x, )+ 141000}=

x e (&

= min_{l0x, +90&' —30&2 +1192000

x, €9 (£1)
cu minimul atins pentru x; =&/, minim cu valoarea:

hy(&)=1000&" =307 +1192000

Deoarece: & =[500,1000]
rezulta:
x; =500

si, In continuare:

& =g la)=[g +900—x; & +1000-x!]=[900:1500]
x; =& =900

£ =8 )= [ +1300- x3; £2+900— x;]|=[1300,1500]
x; =& =1500

o=g,xie)=[E +800-x3;  £2+1300- x;|=[600,1300]
x; =& =1300
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2. Sa se stabileasca locul optim de instalare a cinci grupuri
termoenergetice in cadrul a patru centrale. Ultilitatea instalarii grupurilor
in fiecare din cele patru centrale (care cuprind toate tipurile de pierderi,
inclusiv transportul combustibilului si pierderile in retea) este cuprinsa
in tabelul urmator.

Nr. Utilitate

grupuri uy(n) us(n) us(n) us(n)
0 0 0 0 0
1 38 40 37 41
2 81 84 79 82
3 118 117 119 115
4 152 148 149 150
5 198 191 196 195

In continuare se completeazi tabelul derivat. Coloana F1
reprezintd de fapt prima coloana din tabelul utilitatilor, coloana X; este
identica cu coloana N. Ca exemplu se aratd modul in care se calculeaza
F5(3). In acest scop se calculeazi urmatoarele valori:

u,(0)+ F(3)=0+118=118
u,(1)+ F(2)=40+81=121
u,(2)+ F(1)=84+38 =122
u,(3)+ F(2)=117+0=117
max{118,121,122,117}=122

deci valoarea lui F5(3) va fi 122 iar argumentul lui u, (n=2) in expresia
care are valoarea maxima va fi valoarea lui X>(3).

N F X F X5 F X3 Fy Xy
0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 38 1 40 2 40 0 41 1
2 81 2 84 2 84 0 84 0
3 118 3 122 2 122 0 125 1
4 152 4 165 2 165 0 166 2
5 198 5 202 2 203 3 206 1




In continuare se pastreazi tabelul care va fi folosit pentru
determinarea solutiei optime:

N X Xo X3 Xy
0 0 1 0 0
1 1 2 0 1
2 2 2 0 0
3 3 2 0 1
4 4 2 0 2
5 5 2 3 1

Pentru N=5 se merge in ultima coloand si se gaseste x;, =1
deci se repartizeaza un grup in ultima centrala.

Se calculeazd: N-—x,=5-1=4 ceea ce inseamnd ci, la
urmatorul pas se cauta pe penultima linie pana in penultima coloana, de
unde rezultd x; =0 si N —x; —x; =4

In continuare se cautd tot pe linia corespunzitoare lui N=4 in

coloana X;, rezultdnd x; =2 si, mai departe:
N-x,—-x;3-x,=2
X =2

Deci, repartitia optimad presupune repartizarea celor cinci grupuri
in felul urmator: cate doua grupuri in prima si a doua centrald si un grup
in ultima.
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