
4.1 PROGRAMAREA DINAMICĂ 

 Programarea dinamică reprezintă o tehnică de abordare a unei 
clase de probleme al căror model matematic prezintă caracteristicile 
unui proces secvenţial de decizie. Acest tip de procese se caracterizează 
prin faptul că în cadrul fiecărei etape trebuie aleasă, dintr-o mulţime de 
decizii admisibile pentru etapa respectivă, o anumită decizie şi, pornind 
de la aceasta, se poate determina utilitatea alegerii făcute sub forma unei 
valori numerice. Problema cere determinarea deciziei globale 
(strategiei), care reprezintă o mulţime care are atâtea elemente câte etape 
are procesul şi  cuprinde deciziile luate la fiecare etapă, care 
optimizează (maximizează sau minimizează) o funcţie obiectiv globală 
care depinde de valorile utilităţii realizate în cadrul fiecărei etape. 

 Dacă mulţimea etapelor procesului este un domeniu continuu se 
vorbeşte de proces secvenţial continuu, iar când mulţimea etapelor este  
numărabilă se spune că este un proces secvenţial discret. Acestea pot fi, 
la rândul lor, cu număr finit sau infinit de stadii (după cum mulţimea 
stărilor este finită sau infinită). În continuare vor fi analizate procesele 
discontinue discrete cu număr finit de stadii. 

 Trebuie subliniat faptul că mulţimea deciziilor admisibile, deci şi 
decizia aleasă la fiecare pas, şi, prin aceasta, valoarea funcţiei obiectiv 
depind de starea procesului care trebuie optimizat. Starea procesului va 
fi precizată prin vectorul parametrilor de stare. 

 Deşi caracterul secvenţial al anumitor procese este de natură 
spaţială sau logică, se preferă formularea acestora astfel încât să fie 
transpusă sub forma unei secvenţialităţi temporale.  Astfel, se va nota cu: 

 mulţimea celor n stadii succesive ale problemei (sau, 
corespunzător, celor n momente de timp). Pentru fiecare stadiu 

{ n,,,T K21= }
Ti∈  se 

notează cu ξi starea procesului şi cu Xi mulţimea deciziilor admisibile 
pentru această stare. Considerând o decizie xi din Xi utilitatea acestei 
decizii va depinde atât de decizia respectivă cât şi de starea procesului: 
( iii ,xu )ξ . Utilitatea totală asociată unei strategii va fi: 

 
 ( ) ( )( )nnn xuxuF ξξ ,,,, 111 K          (4.1.) 
  

 65



În majoritatea problemelor tehnice funcţia utilităţii totale se 
obţine prin însumarea utilităţilor fiecărui stadiu. 
 Dacă se notează cu x strategia (un vector ale cărui componente 
sunt deciziile alese în fiecare etapă) : 
 
            (4.2) [ ]Tnxxxxx ,,,, 321 K=
 
se numeşte traiectorie a procesului corespunzătoare strategiei x funcţia ξ 
care defineşte starea procesului, controlat de strategia x de-a lungul 
etapelor procesului: 
 
 ( ) Tii i ∈∀= ξξ              (4.3) 
 
 O traiectorie ∗ξ se numeşte optimă dacă extremizează, în sensul 
dorit, funcţia de utilitate globală.  
 Tehnica programării dinamice constă în determinarea strategiei 
optime prin analiza secvenţială a unor probleme de optimizare succesive 
asociate procesului descris de model. Această metodă are la bază 
principiul de optimalitate al lui R. Bellman care poate fi enunţat astfel: o 
traiectorie  este optimă pe T dacă oricare ar fi ∗ξ ji <  din T atunci 

vectorul  [  reprezintă o traiectorie optimă pentru restricţia 

procesului la mulţimea de stadii 

]T*
j

*
i

*
i ,,, ξξξ K1+

{ }jiiT ,,1,1 K+=  şi starea iniţială . *
iξ

 În domeniul energetic au aplicaţii în special procesele secvenţiale 
staţionare în modelul cărora timpul nu apare în mod direct. Pentru ca un 
proces să poată fi considerat staţionar trebuie să îndeplinească 
următoarele condiţii: 

-mulţimea deciziilor admisibile depinde doar de starea procesului, 
nu şi de timp; 

-funcţia de utilitate are aceeaşi valoare dacă starea şi decizia sunt 
identice, chiar dacă acestea corespund la două momente de timp diferite; 

- decizii identice luate la momente de timp diferite, dar cărora le 
corespund aceeaşi stare, determină trecerea sistemului în aceeaşi stare. 
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 Se poate considera că metoda programării dinamice constă, în 
esenţă, în compararea valorii funcţiei obiectiv într-un număr mare, dar 
finit, de puncte.  

Meritul metodei constă în faptul că permite stabilirea şi 
parcurgerea sistematică a acestei mulţimi de puncte astfel încât să nu se 
piardă punctul de optim. 
 Această metodă nu impune algoritmi proprii pentru rezolvarea 
unei probleme tip, ci dă posibilitatea rezolvării unei probleme de 
optimizare prin înlocuirea sa cu o familie de probleme de optimizare, 
mai simple, care depind de un set mai restrâns de variabile de decizie. 
 Condiţia ca o problemă de optimizare să poată fi rezolvată 
folosind metoda programării dinamice este ca funcţia obiectiv să poată 
fi scrisă ca o combinaţie a unei mulţimi de funcţii, fiecare dintre acestea 
depinzând de variabile distincte. 
 Avantajul principal al metodei programării dinamice îl reprezintă 
faptul că nu impune ca funcţiile care intervin în problema de optimizare 
să aibă forme particulare. 
 Se poate considera că o traiectorie a procesului descrie modul de 
succesiune a stărilor acestuia în cele n etape. Dacă ordinea de 
succesiune a stărilor respectă ordinea naturală a stadiilor se vorbeşte 
despre analiză prospectivă iar când este inversă în raport cu ordinea 
stadiilor se vorbeşte de analiză retrospectivă. În continuare se va 
considera o analiză prospectivă. 
 În cadrul acestei analize starea într-o anumită etapă va depinde de 
starea şi de decizia în etapa anterioară: 
 
 ( )iiii ,xg ξξ =+1             (4.4) 
 
prin funcţia de trecere g. 
 Trebuie remarcat faptul că, prin funcţiile g, toate elementele care 
descriu problema sunt determinate de starea iniţială ξ1 şi de succesiunea 
de decizii alese la fiecare pas. 
 Pentru problema considerată se pot defini iterativ funcţiile 

F~,u~,g~ ii după cum urmează: 
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 O strategie [ ]**

2
*
1 ,,, nxxx K  se numeşte optimală referitor la starea 

iniţială ξ1 dacă:  
 
 ( ) ( ){ }n,i,xx,,x~,x,,x,xF~ iin

*
n

** 1,Fmax 11121 =∈= Xξξ KK       (4.6) 
 
 Dacă se notează prin  funcţia obiectiv asociată procesului 
de decizie limitat la etapele i, i+1,...,n (deci 

1+−inF
FFn ≡ ), problema de 

programare dinamică se numeşte decompozabilă prospectiv dacă există 
funcţiile , i=1,...,n, RR:fi →2 ( )y,fi α  nedescrescătoare în raport cu y 
pentru orice α fixat, astfel încât: 
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sau, echivalent: 
 

( )
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++−

=

=
       (4.8) 

 
Proprietatea de decompozabilitate impune problemei de 

programare dinamică, în afara structurii de proces secvenţial de decizie, 
ca, pentru fiecare stadiu i, procesul trunchiat corespunzător etapelor i, 
i+1,...,n să fie caracterizat de o funcţie obiectiv Fn-i+1, legătura dintre 
funcţiile obiectiv fiind de tip recursiv, de forma precizată în definiţia 
anterioară a decompozabilităţii. 

În continuare se va nota  

 
( )

( )
( )iniin

nji
xiin xxFh

ijj

ξξ
ξ

,,,~max~
1~1 K+−

≤≤
∈+− =
X

        (4.9) 

unde: 

 
( ) ( )
( ) ( )( )( )( )( ) ijxggxgxg iiijjjjjjii

iiii

>=
=

−−−−− ;,,,,~
~

32211 ξξ
ξξ

KXX
XX

  (4.10) 

 
Cu această notaţie, se poate enunţa următoarea teoremă: 
Tr. (principiul optimalităţii) Dacă problema de programare 

dinamică este decompozabilă prospectiv, atunci: 
 

( )
( )

( ) ( )( )( )iiiiniiiinxiin xghxufh
iii

ξξξ
ξ

,~,,max~
1~1 −+−∈+− =

X
     (4.11) 

 
Această teoremă arată că orice strategie optimă pentru procesul 

trunchiat cuprinzând etapele i+1,...,n trebuie să conţină, ca o etapă a sa, 
strategia optimă pentru procesul limitat la etapele i+2,...,n.  

Deci, orice strategie optimală nu poate fi alcătuită decât din 
substrategii care sunt, la rândul lor, optimale. 

Pe baza acestei teoreme se poate construi o tehnică secvenţială 
pentru rezolvarea problemelor de programare dinamică, constituit din 
următoarele etape. 
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Etapa 1.  

Se determină ( ) ( )nnnnx ξξ X∈∗  astfel încât: 
 

( )( )
( )

( )nnxnnn ,xF~,xF~
nnn

ξξξ
ξ 11 max

X∈

∗ =        (4.12) 

 
 şi se obţine: 
 
 ( ) ( )( )nnnn ,xF~h~ ξξξ ∗= 11          (4.13) 
 
  M
 
 Etapa i. 

Se determină ( ) ( )iiiix ξξ X∈∗  astfel încât: 
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     (4.14) 

 
 şi se obţine: 
 
 ( ) ( )( ) ( )( )( )( )iiiiiniiiiiniin ,xgh~,,xuF~h~ ξξξξξ ∗

−
∗

+−+− = 11      (4.15) 
 
 Odată cu pasul n este determinată ultima componentă, şi anume 

. În continuare, pornind de la starea iniţială ( )11 ξ
∗x 1ξ , se poate găsi 

strategia optimă:  ale cărei componente pot fi determinate ca: 
,

∗x
( )111 ξ∗∗ = xx ( )( )11122 ξ,xgxx ∗∗∗ =  etc. 

 Deci, rezolvarea problemei de optimizare iniţiale, care cere să se 
găsească maximul funcţiei ( )11 ξ,x,,xF~ nK , se face la capătul acestui 
proces secvenţial în cadrul căruia, în fiecare etapă, se cere rezolvarea 
unei probleme de optimizare cu o singură variabilă din cele n ale 
problemei date. 
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4.1 Repartiţia unei cantităţi de resurse între diferite obiective 
Se consideră ca exemplu problema împărţirii unei cantităţi totale 

X de resurse între n obiective diferite. Dacă se notează cu x1, x2,..., xn 
cantitatea de resurse alocată fiecărui obiectiv, se reprezintă utilitatea 
repartizării resurselor fiecărui obiectiv prin funcţiile ( )11 xu , 

,...,  care îndeplinesc condiţia: ( )22 xu ( )nn xu
 
( ) niui ,1;00 ==           (4.16) 

 
Problema cere maximizarea utilităţii totale reprezentată de suma 

utilităţilor parţiale: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )nnn xuxuxuxxxF +++= KK 221121 ,,,      (4.17) 
 
atunci când sunt respectate condiţiile: 
 

 
nix

Xx

i

n

i
i

,1;0
1

=≥

=∑
=           (4.18) 

 
 Pentru aplicarea metodei programării dinamice se transformă 
acest proces de repartiţie într-un proces secvenţial în timp, considerând 
că se repartizează o cantitate de resurse obiectivului cu numărul n, apoi 
obiectivului n-1  şi aşa mai departe până când se încheie cu alocarea 
resurselor pentru primul obiectiv. 

 În continuare se defineşte şirul de funcţii { }nFFF ,,, 21 K  prin: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )( )jjj xuxuxuYF K++= 2211max        (4.19) 
 
atunci când variabilele satisfac restricţiile: 
 

 
jix

Yx
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=∑
=           (4.20) 

 71



În acest şir sunt valabile relaţiile: 
 

( ) ( )
( ) njF

YgYF

j ,1;00
11

==
=

             (4.21) 

 
Fiecare dintre funcţiile ( )YFj astfel definite reprezintă utilitatea 

maximă care poate fi obţinută prin alocarea cantităţii Y de resurse 
obiectivelor de la 1 la j. 

Pentru a obţine relaţia de recurenţă între funcţiile din acest şir se 
consideră că se începe prin alocarea cantităţii xn de resurse din cantitatea 
totală X ultimului obiectiv. Corespunzător principiului de optimalitate, 
pentru a obţine o repartiţie optimă, cantitatea rămasă 

trebuie repartizată astfel încât să se obţină utilitatea 
maximă de la celelalte n-1 obiective rămase. 

nn xXY −=−1

Continuând cu acest raţionament se poate cere ca, dacă la pasul i 
a rămas nealocată cantitatea Yi  de resurse şi, din aceasta, se alocă 
cantitatea  obiectivului n-i+1, cantitatea care rămâne (1+−inx 1+−− ini xY ) 
trebuie repartizată astfel încât să se obţină utilitatea maximă de la 
obiectivele de la 1 la n-i.  

Această utilitate a fost definită ca fiind tocmai ( )1+−− − iniin xYF , 
ceea ce înseamnă că utilitatea totală care poate fi obţinută după ce se 
alocă cantitatea  obiectivului n-i+1 va fi: 1+−inx

 
( ) ( )111 +−−+−+− −+ iniininin xYFxu         (4.22) 

 
Valoarea maximă a acestei utilităţi, care este tocmai ( )iin YF 1+− , 

va putea fi determinată ca: 
 

( ) ( ) ( ){ }11101
1

max +−−+−+−≤≤+− −+=
+−

iniinininYxiin xYFxuYF
iin

        (4.23) 

 
Pentru aplicarea metodei se consideră un pas de alocare Δ, care 

transformă intervalul [ ]X,0  în care variabilele iau valori într-o mulţime 
discretă { }XM,,,, =ΔΔΔ K20 . 
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În continuare se construieşte în mod iterativ un tabel care conţine 
valorile funcţiilor Fn-i+1 şi argumentelor lui un-i+1 pentru care se atinge 
maximul reprezentat de Fn-i+1, tabel care are forma următoare: 

 
Y ( )YF1  ( )YX1 ( )YF2 ( )YX 2   ( )YX n 1− ( )YFn ( )YX n  
0 0 0 0 0  0 0 0 
Δ ( )Δ1u  Δ       

2Δ ( )Δ21u  2Δ       

M          
MΔ ( ΔMu1 ) MΔ       

 
Pentru completarea acestui tabel se porneşte de la primele coloane 

ţinând cont că: 
 

( ) ( )
( ) YYX

YuYF
=
=

1

11           (4.24) 

 
Determinarea lui ( )ΔkFi se face calculând valorile: 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )Δ=+Δ

Δ+Δ−

Δ−+Δ
Δ−+Δ

Δ=Δ+

−

−

−

−

−−

kuFku
Fku

kFu
kFu

kFkFu

iii

ii

ii

ii

iii

0
1

22
1

0

1

1

1

1

11

M
        (4.25) 

 
valoarea lui ( )ΔkFi  fiind cea mai mare din cele determinate la acest pas, 
iar  fiind argumentul lui ui din expresia căreia îi corespunde 
valoarea maximă obţinută. 

( )ΔkX i

 După ce se încheie completarea tabelului se poate trece la găsirea 
strategiei optime prin utilizare unui tabel derivat din cel completat, 
păstrând doar coloanele ( )YX i . 
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În acest tabel se porneşte pe linia corespunzătoare lui MΔ=X şi se 
merge în ultima coloană în care se găseşte cantitatea de resurse care 
trebuie alocate ultimului obiectiv Δ= nn QX .   

În continuare se scade cantitatea de resurse cu cea alocată 
ultimului obiectiv (obţinând ( )Δ− nQM ), se revine în tabel pe linia 
corespunzătoare până în penultima coloană unde se găseşte cantitatea 
care trebuie repartizată penultimului obiectiv Δ= −− 11 nn QX , se reduce 
cantitatea de resurse disponibile obţinând ( )Δ−− −1nn QQM şi se revine 
în tabel pe linia corespunzătoare în coloana ( )YX n 2−  unde se găseşte 
cantitatea de resurse care trebuie alocată obiectivului n-2 şi aşa mai 
departe până la repartizarea întregii cantităţi de resurse. 
 

Y ( )YX1  ( )YX n 2− ( )YX n 1− ( )YX n  
0 0  0 0 0 
M       

3 (M- Qn -Qn-1) Δ   Qn-2Δ   
M       

(M- Qn) Δ    Qn-1Δ  
M       

MΔ     QnΔ 

2 

1 
 
 Acest algoritm de rezolvare se poate fi utilizat foarte uşor pentru 
implementare într-un limbaj de programare în scopul realizării unui 
program de calcul. 
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 Aplicaţii 
 1. Să se determine planul de aprovizionare cu materiale pe durata  
unui an a unui şantier hidroenergetic. Se notează cu b1, b2, b3 şi b4 
necesarul trimestrial şi se consideră că stocul maxim admisibil este 
reprezentat de valoare d. Planul optim este acela care minimizează 
cheltuielile de aprovizionare, exprimate prin valorile specifice c1, c2, c3 
şi c4, care pot fi diferite pentru cele patru trimestre. Cantitatea existentă 
la începutul primului trimestru are valoarea a care este mai mică decât 
necesarul primului trimestru. Se admite că aprovizionarea trimestrială se 
face o singură dată, la începutul trimestrului. 
 Se vor considera următoarele valori numerice: 

.1500;500
;80;50;60;70

;800;1300;900;1000
4321

4321

==
====

====

da
cccc

bbbb
 

 Dacă se notează cu x1, x2, x3 şi x4 variabilele ce desemnează 
cantităţile aprovizionate la începutul fiecăruia din cele patru trimestre, 
restricţiile ce definesc domeniile Xi sunt reprezentate prin: 

 [ ]iii xxx ,∈  

 ;
;

1

11

adx
abx

−=
−=  

 { }
;

;,0max
112

1212

xabdx
xabbx

−−+=
−−+=  

 { }
;
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21213

213213

xxabbdx
xxabbbx

−−−++=
−−−++=  

 { }
;

;,0max
21213

2143213

xxabbdx
xxabbbbx

−−−++=
−−−+++=  

 Starea va fi descrisă de două variabile definite ca: 

  
1;;

;;
22

11
11

1

2
11

1
1

≥−+=−+=
−=−=

+++ ixbxb
adab

iiiiiiii ξξξξ
ξξ

 Elementele care definesc procesul secvenţial de decizie cu analiză 
prospectivă sunt: 
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unde funcţiile de trecere au următoarele expresii: 
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 În continuare se scriu funcţiile de utilitate asociate proceselor 
secvenţiale parţiale: 
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 După cum se constată problema este decompozabilă prospectiv 
dacă se consideră funcţiile fi de forma: 

 ( ) vuvuf i +=,  

care îndeplinesc condiţiile din definiţie. 

 Deoarece se cere determinarea strategiei care conduce la 
cheltuieli minime se va putea aplica algoritmul prezentat dacă se 
înlocuieşte peste tot condiţia de maxim prin condiţie de minim.  
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Pasul 1. 
 Se caută decizia pentru ultima etapă care conduce la minimizarea 
costurilor: 

( )
( ){ }

( )
{ }41 40min,~min

444444

xxF
xnnx ξξ

ξ
XX ∈∈

=  

unde: ( ) [ ]2
4

1
444 ,ξξξ =X  

 Deoarece funcţia care trebuie minimizată este crescătoare, 
minimul său va fi atins în punctul şi se obţine: 1

44 ξ=∗x

 ( ) 1
441 80~

ξξ =h  

 Pasul 2 
 Se urmăreşte determinarea deciziei pentru penultima etapă care 
conduce la minimizarea costurilor pentru ultimele două etape: 

( )
{ }1

43 8050min
333

ξ
ξ

+
∈

x
x X

 

în care se obţine din expresia funcţiei g3: 1
4ξ

[ ] ( ) [ ]3
2
33

1
3333

4
4

1
4 1300800 x;x,xg, −+−+== ξξξξξ  

ceea ce conduce la: 

( )
( ){ }

( )
{ }640003080min8008050min 3

1
33

1
33

333333

+−=−++
∈∈

xxx
xx

ξξ
ξξ XX

 

 Minimul va fi atins pentru  (deoarece funcţia este 
descrescătoare în raport cu x3) iar valoarea acestui minim va fi: 

2
33 ξ=∗x

 ( ) 640003080~ 2
3

1
332 +−= ξξξh  

 Pasul 3 

Procedând ca şi în cazul anterior rezultă, cu şi  obţinute din 
expresia lui g2: 

1
3ξ

2
3ξ
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 şi se obţine valoarea minimă pentru : 1
22 ξ=∗x

 ( ) 1410003090 2
2

1
223 +−= ξξξh~  

 Pasul 4 

( )
( ){ }

( )
{ }

( )
( ) ( ){ }

( )
{ }1192000309010min

1410001000309009070min

141000309070min70min

2
1

1
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2
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1
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=+−+−−++=
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 cu minimul atins pentru , minim cu valoarea: 1
11 ξ=∗x

 ( ) 1192000301000 2
1

1
114 +−= ξξξh~  

 Deoarece:  [ ]10005001 ,=ξ  
rezultă: 
  5001 =

∗x

şi, în continuare: 

 ( ) [ ] [ ]15009001000900 1
2

11
1
11112 ;x;x,xg =−+−+== ∗∗∗ ξξξξ  

  9001
22 ==∗ ξx

 ( ) [ ] [ ]150013009001300 2
2
22

1
22223 ;x;x,xg =−+−+== ∗∗∗ ξξξξ  

  15002
33 ==

∗ ξx
 ( ) [ ] [ ]13006001300800 3

2
33

1
33334 ;x;x,xg =−+−+== ∗∗∗ ξξξξ  

  13002
33 ==

∗ ξx
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 2. Să se stabilească locul optim de instalare a cinci grupuri 
termoenergetice în cadrul a patru centrale. Utilitatea instalării grupurilor 
în fiecare din cele patru centrale (care cuprind toate tipurile de pierderi, 
inclusiv transportul combustibilului şi pierderile în reţea) este cuprinsă 
în tabelul următor. 
 

Nr.  Utilitate 
grupuri u1(n) u2(n) u3(n) u4(n) 

0 0 0 0 0 
1 38 40 37 41 
2 81 84 79 82 
3 118 117 119 115 
4 152 148 149 150 
5 198 191 196 195 
 
În continuare se completează tabelul derivat. Coloana F1 

reprezintă de fapt prima coloană din tabelul utilităţilor, coloana X1 este 
identică cu coloana N.  Ca exemplu se arată modul în care se calculează 
F2(3). În acest scop se calculează următoarele valori: 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 117011723

122388412
121814021
118118030

12

12

12

12

=+=+
=+=+
=+=+
=+=+

Fu
Fu
Fu
Fu

 

 { } 122117122121118max =,,,  

deci valoarea lui F2(3) va fi 122 iar argumentul lui u2 (n=2) în expresia 
care are valoarea maximă va fi valoarea lui X2(3). 
 

N F1 X1 F2 X2 F3 X3 F4 X4 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 
1 38 1 40 2 40 0 41 1 
2 81 2 84 2 84 0 84 0 
3 118 3 122 2 122 0 125 1 
4 152 4 165 2 165 0 166 2 
5 198 5 202 2 203 3 206 1 
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În continuare se păstrează tabelul care va fi folosit pentru 
determinarea soluţiei optime: 

 
N X1 X2 X3 X4 

0 0 1 0 0 
1 1 2 0 1 
2 2 2 0 0 
3 3 2 0 1 
4 4 2 0 2 
5 5 2 3 1 

 
Pentru N=5 se merge în ultima coloană şi se găseşte  14 =

∗x
deci se repartizează un grup în ultima centrală.  

Se calculează:  ceea ce înseamnă că, la 
următorul pas se caută pe penultima linie până în penultima coloană, de 
unde rezultă  şi  

4154 =−=− ∗xN

0

2

3 =
∗x 434 =−− ∗∗ xxN

 În continuare se caută tot pe linia corespunzătoare lui N=4 în 
coloana X3 , rezultând  şi, mai departe: 22 =

∗x

  2234 =−−− ∗∗∗ xxxN

  1 =
∗x

 Deci, repartiţia optimă presupune repartizarea celor cinci grupuri 
în felul următor: câte două grupuri în prima şi a doua centrală şi un grup 
în ultima. 
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